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RESUMO

Este trabalho, tem como objetivo mostrar as vantagens de substituir uma funcéo
pelo polinbmio que a represente, usando varios métodos de interpolacdo. Os
polindmios sado facilmente computaveis, suas derivadas e integrais sdo, novamente,
polindbmios, e seus zeros podem ser determinados com facilidade, etc. O uso de
polinbmios interpolares é importante, por exemplo, para obtencdo de valores
intermediarios em tabelas, na integracdo numérica, no calculo de raizes de

equacdes e na resolucdo de equacdes diferenciais ordinarias.

Palavras — chave: Funcdes; Polinbmios; Interpolacdo



ABSTRACT

This work aims to show the advantages of replacing a polynomial function by
representing it using various interpolation methods.Polynomials are easy to compute,
their derivatives and integral are polynomials, and its zeros can be determined easily,
etc. The use of interpolar polynomials is important, for example, to obtain
intermediate values in tables, the numerical integration, the calculation of the roots of
equations and solving ordinary differential equations.

Key Words: Functions, Polynomials, Interpolation.
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1 INTRODUCAO

A aproximacédo de uma funcdo de uma variavel real por outras funcdes mais
simples, como os polinbmios, é uma das ideias mais antigas da matemética, e ainda

uma das mais usadas.

pY

Devido a simplicidade dos polinbmios, podemos fazer a aproximagao
polinomial de varios modos, como por exemplo: Interpolacdo, Método dos Minimos

Quadrados, Osculacéo, Mini — Max, etc.

Veremos neste trabalho como aproximar uma funcéo polinomial através do

método de interpolacdo polinomial.

Suponha que tenhamos uma funcdo, mas que seja muito complicada para
avaliar de forma eficiente. Podemos entdo, escolher alguns dados pontuais da
funcdo e tentar interpola-la para construir uma funcdo mais simples. Também
podemos fazer a interpolacdo quando a funcdo ndo € conhecida, mas, apenas por
meio dos dados pontuais. Esta situacdo ocorre com muita frequéncia, na pratica,

quando se trabalha com dados obtidos de forma experimental.

Obviamente, quando utilizamos a funcdo mais simples para calcular novos
dados, ndo se obtém o mesmo resultado da funcao original, mas dependendo do
dominio do problema e do método de interpolacdo utilizado, o ganho de simplicidade

pode compensar o erro.



2 FUNCAO DE UMA VARIAVEL REAL

2.1 DEFINICAO E EXEMPLOS DE FUNCOES

A definicdo de funcdo de uma variavel real € uma relacao entre dois ou mais
conjuntos, estabelecida por uma lei de formacao, isto €, uma regra geral em que
cada elemento x em um conjunto A correspondeum unico elemento y no conjunto B.

Os elementos de um conjunto devem ser relacionados com os elementos do outro

conjunto. Como pode ser visto no exemplo abaixo:

A Lei de formagdo y = x2 B
-3 y=(-3)"=9

-1 y=(-1*=1 1
0 y=(0)*=0 0
2 y=(2)?=4 4
4 y=(4)?*=16 16

Tabela 1 — Lei de formacéo da funcdo quadratica

Vejamos agora com o auxilio do esquema das flechas, que condi¢cbes

devem satisfazer uma relacdo de f de A em B para ser uma fungéo.

Exemplos:

Figural- Diagrama de flechas




Por meio do diagrama de flechas acima, percebemos que f é uma funcgdao,
pois todos os elementos do conjunto A tém um Unico elemento correspondente no

conjunto B.

Vejamos agora com o auxilio do esquema de flechas, quando uma relagéo f

nao € uma funcao.

Exemplos:

Figura 2 — Diagrama de flechas

Por meio do diagrama de flechas acima, percebemos que f ndo é uma
funcao, pois existe elemento no conjunto A que ndo tem nenhum correspondente no

conjunto B ou que elemento do conjunto A que tem dois correspondentes.
2.2 DOMINIO, CONTRADOMINIO E IMAGEM DE UMA FUNGAO
Ao considerarmos uma fungéo f: A —» B temos que:

D (f) =A (de modo analogo) lé-se: o dominio da funcdo f € igual ao

conjunto A.
CD (f) = B |é-se: o contra dominio da fungéo f é igual ao conjunto B

Im (f) c Blé-se: o conjunto imagem da fungdo f esta contido no

contradominio B

O conjunto formado pelos elementos do conjunto B, que estdo em
correspondéncia com os elementos do conjunto A, recebe o nome de conjunto

imagem da fungéo f.



Exempilo:

Dados os conjuntos A = {—2,—-1,0,1} e B = {-5,—-2,1,4,5,6} e arelacdo R =

{(x,y) € AxB | y = 3x + 1}. Assim os pares ordenados desta funcdo sao dados por
R ={(-2,-5),(—1,-2),(0,1),(1,4)}. Vamos construir um diagrama de flechas para

perceber se fé uma fungdo, se for, vamos determinar 0s conjuntos

D (f),CD (f) e Im (f).

Figura 3 - Diagrama de flechas

Por meio do diagrama de flechas acima, podemos perceber que a relagéo
IR é funcéo de A em B, pois cada elemento de A corresponde um Unico elemento de
B. Assim: D (f) = A,CD (f) =Belm(f) = {-5,—2,1,4}. Observe que o conjunto
imagem, Im (f), sempre esta contido no conjunto B, mas nem sempre é igual ao

conjunto B.
2.3 RAIZ OU ZERO DE UMA FUNCAO

Dada uma funcéo f de A em B chamamos de raiz (ou zero) de uma funcao

f, todo elemento de A cuja imagem é zero.
Exemplo:
Na fungdo f: IR — IR dada por f (x) = x*> — 5x + 6 temos:
O nUmero 2 é raiz de f, pois f (2) = 22 - 5.2+ 6, ou seja, f (2) = 0.
O ndmero 5 n&o é raiz de f, pois f (5) = 5> — 5.5+ 6, ou seja, f (5) # 0.

O numero 3 é raiz de f, pois f (3) = 32— 5.3+ 6, ou seja, f (3) = 0.



Se o grafico de uma funcdo f tem ponto no eixo Ox, entdo esse ponto tem

ordenada nula. Logo a abscissa dele é raiz de f.

Figura 4 — Grafico da fun¢éo quadrética
2.4 DOMINIO DE UMA FUNCAO REAL
Ha dois casos muito comuns em que uma expressao ndo € definida em IR.

1°caso: uma fracdo s6 é definida para valores da variavel que ndo anulem seu

denominador.

Exemplo:

Determinar o dominio da fungéof (x) = %

Comox—1 #0tem-sex # 1, portanto D (f) = {x € IR | x = 1}.

2° caso: um radical com indice par s6 é definida em IR, para valores da variavel que

nao tornem o radicando negativo.

Exemplo:

Determinar o dominio da fungéo f (x) = v4x — 6.

Como4x—6 =>0tem-sedx > 60Ux > 3

3
> =, portanto D (f) = {x € IR |x > E}'



2.5 FUNCAO POLINOMIAL DE PRIMEIRO GRAU OU AFIM

Chama-se fungéo polinomial do 1° grau, ou funcdo afim, a qualquer fungéo f
de IR em I[Rdada por uma lei da forma f (x) = ax + b,onde ae b sdo numeros

reais dados e a # 0.

Na funcéo f (x) = ax + b, 0 nimero a € chamado de coeficiente angular e o

namero b € chamado coeficiente linear.
Veja alguns exemplos de fungdes polinomiais de 1° grau:
Q) f(x) =5x—3,0ondea =5eb = -3
2 f(x)= —-2x—7,ondea = —2eb= -7
3)f (x) =11x,ondea=11eb =0

O gréafico de uma funcao polinomial do 1°grau, y = ax + b, com a # 0, € uma

reta obliqua ao eixos Ox e Oy.

Exemplo: Vamos construir o grafico da fungéo y = 3x + 2, considerando que
o grafico da funcdo afim é uma reta, vamos atribuir a x trés valores distintos e

calcular os correspondentes valores de y.

X y=3x+2
1 5
2 8
0 2

Tabela 2 — Lei de formac¢é&o da funcdo afim

(2.8)

1.5)

Figura 5 — Gréfico da funcéo afim

O gréfico procurado € a reta que passa pelos pontos (0, 2), (1,5) e (2, 8).



2.6 FUNCOES CRESCENTES E DECRESCENTES

A funcado f: A — B definida por y = f (x) € crescente no conjunto A; c A se,

para dois valores quaisquer x; e x, pertencentes a A;, com x; < x,, tivermos

f (1) < f (x2).

Na linguagem pratica, (ndo matematica), isto significa que a funcdo é
crescente no conjunto A; se, ao aumentarmos o valor atribuido a x, o valor de y

também aumenta. Veja o grafico da funcéo f (x) = 2x + 3

Figura 6 — Grafico da funcéo afim
A funcao f: A - Bdefinida por y = f (x) é decrescente no conjunto 4, c A,
se, para dois valores quaisquer x; e x, pertencentes a A;, como x; < x,, tem-se

f () > f(x).

Na linguagem préatica, (ndo matematica) isto significa que a funcdo é
decrescente no conjunto A, se, ao aumentarmos o valor atribuido a x, o valor de y

diminui. Veja o gréfico da fungéo f (x) = —2x + 3
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Figura 7 — Grafico da funcéo afim

A funcdo afim é crescente (decrescente) se, e somente se, 0 coeficiente

angular for positivo (negativo). Exemplos:

a) Para a funcédo f (x) = 5x + 2:

- 0 coeficiente angular a é o nimero 5

- 0 coeficiente linear b € o numero 2

Como a > 0, a funcao é crescente em IR.

b) Para a funcdo f (x) = —4x + 1:

- 0 coeficiente angular a € o niumero —4

- 0 coeficiente linear b € o nimero 1

Como a < 0, afuncao é decrescente em IIR.

2.7 FUNCAO POLINOMIAL DE SEGUNDO GRAU OU QUADRATICA

Chama-se fung¢do quadrética, ou funcdo polinomial do 2° grau, qualquer
funcéo f de IR em IR dada por uma lei da forma f (x) = ax* + bx + c e a, b e ¢ sdo

nameros reaise a # 0.
Vejamos alguns exemplos de funcéo quadrética.
(1)f(x)=x*—3x+2ondea=1,b= —3,c=2.

(2) f(x) =2x*+4x—3ondea=2,b=4,c= —3.



B)f(x)=x*—4o0ondea=1,b=0,c= —4.
2.8 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

Em um sistema cartesiano ortogonal, o grafico de uma fungéo quadrética é

representado por uma curva, a qual damos o nome de parabola.

Vamos expressar o grafico da seguinte funcdo quadratica: y = x* — 2x — 3.
Atribuimos valores para x e obtemos valores para y, organizando-os com o auxilio

de uma tabela.

x y
E_
-2 5
-1 0 4
0 -3
2_
1 —4
2 -3 F 4
3 0
4 5
Tabela 3 — Dados aleatérios Figura 8 — Grafico da fungdo quadratica

A seguir, vamos esbocar o grafico da funcéo quadratica y = —x? + 2x + 3.

&4
X y c
-2 -5 i
-1 0

T ﬂ L) T

0 3 -2 0 2 4
1 4

-2
2 3
3 0 —4
4 -5

Tabela 4 — Dados aleatorios Figura 9 — Grafico da fungdo quadratica
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A relacéo entre a concavidade de uma parabola e o coeficiente a é que a
pardbola tera a concavidade voltada para cima quando a > 0 e tera a concavidade

voltada para baixo quando a < 0.

a=>=0

concavidaca
voltada
Para cima

2 A \n

concavidade 24
valtada
oara bamo
Figura 10 — Gréfico da funcdo quadréatica Figura 11 — Gréfico da funcédo quadrética

2.9 RAIZES OU ZEROS DA FUNCAO QUADRATICA

Os zeros ou raizes da funcéo quadratica f (x) = ax* + bx + ¢ s&o os valores
de x reais tais que f (x) = 0 e, portanto, as solu¢gdes da equacdo do segundo grau
ax*+bx+c=0.

Para fazer referéncia a essas raizes, costumamos usar simbolos tais como

x'" e x"ou x; e x,. Entdo, se y =0, temos que ax*+ bx +c =0. A formula de
, -b++V4 —-b-+4 i

Bhaskara nos fornece x' = o © x" = S mas devemos considerar os

casos em que o discriminante (A) seja:

A>0

A funcéo tem raizes reais e diferentes, portanto a parabola determina dois
pontos distintos no eixo dos x: (x’,0) e (x", 0).
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(. 0) (x7.0)

Figura 12 — Grafico da fun¢éo quadratica

Figura 13 — Gréfico da funcédo quadratica

A funcéo tem raizes reais e iguais: x’ = x'/, portanto a parabola tangencia o
eixo dos x.
A=0

(x,0)=(x".0)

Figura 14 — Grafico da funcéo quadratica
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(x,0)=(x".0)

@ -

Figura 15 — Grafico da funcdo quadratica

A funcéo néo tem raizes reais, portanto a parabola ndo determina nenhum
ponto no eixo dos x.

A< O

Figura 16 — Gréfico da funcdo quadréatica

Figura 17 — Gréfico da funcéo quadrética



13

3 APROXIMACAO DE FUNCOES: METODO DE INTERPOLACAO POLINOMIAL
3.1 POLINOMIO DE INTERPOLACAO

O problema geral da interpolacéo por meio de polindmios consiste em dados

n + 1 nimeros (ou pontos) distintos (reais ou complexos) x,x; ,..x, € n+1
nimeros (reais ou complexos) y,y; ,...¥,, NUMeros estes que, em geral, sdo n+1
valores de uma funcéo y = f(x) em,xyx; ...,x,. Determinar-se um polinbmio de
P, (x) de grau no maximo n tal que B,(xq) = yo:P.(x1) = y1; .. By () = V.

Vamos mostrar que tal polinbmio existe e € Unico, na hipotese de que os
pontos x, x;...x, sejam distintos.

Chama-se polindmio de interpolagdo de uma fungdo y = f (x) sobre um
conjunto de pontos distintos xyx; ,...x,, ao polindmio de grau no maximo n que
coincide com f (x) emxyx; ,...x,. Tal polindbmio sera designado por P,(f; x) e,

sempre que ndo causar confuséo, simplesmente por P,(x). (FRANCO, 2006, p.282)

Exemplo 1: Dados os pares de pontos(—1,15); (0,8); (3,—1) , determinar o
polindmio de interpolacdo para a funcdo definida por este conjunto de pares de

pontos.

Solucédo Temos:
xo=—1 yo=15= f(x)
x1 =0 y; =8 =f(x)

X, =3 ¥y, =—1 = f(x;)

Como n = 2, devemos determinar P,(x) = ao + a;x + a,x? , tal que P,(x;) =

ap + a;xo + ax§ = yo
vk =0,1,2isto & ap + a1x; + ax{ = y;
ap + a;x; + azx% =Y

aO - a4 + a, = 15
Substituindo xj e y,, k =0,1,2 obtemos: a =8
ap, + 3a; + 9a, = -1
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cuja solucdo é a, =8, a; = —6 e a, = 1. Assim,P,(x) = 8 — 6x + x* é o polindmio

de interpolacdo para funcédo dada pelos pares de pontos:(—1,15); (0,8); (3, —1).

Veja um exemplo de interpolacéo no grafico.

.-"T'I_\.

Bafx}
.l.l.'a'.l'r.ln;.l .ir.l

wmtarpoladora

5
r

Figura 18 — Gréfico de interpolacao

Observacgoes:
a) Observe que nos pontos tabelados, o valor do polinbmio encontrado e o valor da
funcdo, devem coincidir. Se os valores forem diferentes vocé ter4 cometido erros de
calculo.
b) A determinacao do polindmio de interpolacdo por meio de solugcfes de sistemas é
muito trabalhosa, além de poder ocorrer erros de arredondamento, fazendo com que
a solucdo obtida seja irreal. Vamos por isso procurar outros métodos para

determinacao deste polinbmio.
3.2 FORMULA DE LAGRANGE

Uma via direta (ndo Unica) para construir o polindmio interpolar baseia-se
nos polindbmios de Lagrange.
Sejam x,,x; ... X, € Xp4+1, PONtos distintos. Consideremos para k = 0,1, ...,n,

0s seguintes polinbmios Ly (x) de grau n :

(x =x0) e (X = X)) (X = Xpe1) - (X = xp)

L) = (ke — x0) v O 1) (g — Xpe1) oo (X — X))

0, sek #j,

E facil verificar que:Ly(x;)= 8= {1 sek =]

(FRANCO, 2006, p.283)
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De fato: substituindo x por x;, vemos que se o numerador e o denominador

sdo exatamente iguais Ly (xy) = 1. Agora se substituimos x por x; com j # k como

vemos o numerador anular-se e assim, L (x;) = 0.

Para valores dados f, = f(xo), fi = f(x1) ..., f, = f(x,), de uma funcdo y =

f(x), o polinémio:

PG = ) feli),
k=0

é de grau no maximo n e satisfaz P,(xy) = fx, k=0,1,2...,n.

Logo B,(x), assim definido, é o polinbmio de interpolacdo de f(x) sobre os

pontos, xg, X1, ..., Xp-

A formula B,(x) = Yp-o fx Lx(x) € chamada Férmula de Lagrange do

Polindmio de Interpolacéo.

Exemplo 2: Conhecendo a seguinte tabela, determine o polinbmio de

interpolacdo na forma de Lagrange.

x —1 0 3
f (x) 15 8 —1

Tabela 5 — Dados aleatérios

Solucdo: Temos, Xo= —1 Yo = 15 = f(x0)
x;,=0 e vy, =8 = f(xy)
x,=3 e y,= -1 = f(x2)

e, portanto, n = 2 . Assim o polinémio de interpolacdo na forma de Lagrange é dado
por: P,(x) = Xf - o fie L ().

Determinemos os polinbmios , L,(x), k =0,1,2. Temos:

(x —x1)(x—x2) _(x—0)(x—-3) _ x?>-3x
(xo—x1)(xg —x2) (=1-0)(-1-3) 4

Lo(x) =

(x—x0)(x—x2) _ (x+1)(x-3) _ x%2-2x-3
(x1=x0)(x1-x2) (0+1)(0-3) -3

Li(x) =
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(x—x0)(x—x1) _ (x+1)(x-0) _ x%+x
(22— x0)(x2 - x1) B+1B-0) 12

L, (x)=

Portanto P,(x) = foLo(x) + fiLi(x) + f2L,(x)

5 [ [ [

_ [15x2— 45x] +[8x2— 16x — 24] [x2+ x]
4 -3 12

_ [45x2— 135x —32x%+ 64x + 96 —x? —x

- ] . Agrupando os termos semelhantes, segue:

P,(x) = x*— 6x + 8.
3.3 ERRO NA |NTERPOLACAO

O polindmio de interpolacdo P,(x) para uma funcdo y = f(x) sobre um
conjunto de pontos distintos x,,x,...,x,, tem a propriedade B,(xy) = fi, k =
0,1,..,n.

Nos pontos ¥ # x, nem sempre é verdade que P,(x) = f(¥). Entretanto
para avaliar f(x) nos pontos x # x;,k =0,1,2,...,n, consideramos B, (x) como uma
aproximacéo para a fungcéo y = f(x). Em um certo intervalo que contenha os pontos
Xg, X1, .- Xy € calculamos f (x) através de PB,(x). Perguntas que surgem s&o, por
exemplo, as seguintes: é o polinbmio de interpolacdo uma boa aproximacdo para
f(x)? Podemos ter idéia do erro que cometemos quando substituimos f(x) por
P,(x)? Estas e outras perguntas sao respondidas quando estudamos a teoria do
termo do resto. Para isso, introduziremos dois lemas, cujas demonstracées podem

ser encontradas em livros de Calculo ou Analise Matematica.

Teorema de Rolle — Seja f(x) continua em [a,b] e diferenciavel em cada
ponto de (a,b) . Se f(a) = f(b) , entdo existe um ponto x =&, a <& < b, tal que
f'(®) = 0. (FRANCO, 2006, p.291)

Teorema de Rolle generalizado — Seja n = 2. Suponhamos que f(x) seja
continua em [a,b] e que f™ Y (x) exista em cada ponto de (a,b) . Suponhamos
que f(x) =f(xy)=-=0 para a<x; <x;..,x, <b. Entdo existe um ponto

£ x, <E<x,talque f™D(E) = 0. (FRANCO, 2006, p.291)
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Vejamos agora um teorema que nos da expressao do termo do erro.

Seja f(x) continua em [a,b] e suponhamos quef™ Y (x) exista em cada

ponto (a,b) . Sea < xy < x; < <x, < b, entéo:

(x — x0) . (x — xp)
(n+1)!

Ry(fix) = f(x) = Pu(f3%) = f D)

onde min {x, xy, X1, ..., Xn} < & < max {x, xy, X1, ... X, }. O ponto & depende de x .
(FRANCO, 2006, p.288)
Podemos entdo escrever que f (x) = B,(f; x) + R, (f; x).

O termo R, (f;x) é chamado termo de erro ou erro de truncamento. E o erro
gue se comete no ponto x , quando se substitui a funcdo pelo seu polinbmio de

interpolacao calculado em x .

A importancia do teorema é mais tedrica do que prética, visto que nado

conseguimos determinar o ponto & de tal modo que seja valida a igualdade em

R,(f;x) = f(x) — B,(f;x) = %ﬂ““)(z). Na pratica, para estimar o erro

cometido ao aproximar o valor da funcdo num ponto por seu polinbmio de

interpolacdo, utilizamos o seguinte corolario.
Seja R, (f;x) = f(x) — B,(f;x). Sef(x) e suas derivadas até ordem n+ 1

sdo continuas em [a, b] , entdo

‘ X —Xo | |X—.X1 | |X —X |
. _ o |% —xn (n+1)
FXGEL e g |0 g |

Segue o exercicio para melhor entendimento.

Exemplo 3: Dada a tabela:

x 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x e3% 1 1.3499 1.8221 2.4596 3.3201 4.4817

Tabela 6 — Dados aleatérios

Calcular um limite superior para o erro de truncamento quando avaliamos

f(0.25) , onde f(x) = xe3* usando polinémio de interpolacédo do 2° grau.
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Solugéo: | R,(f; x) | = =0 | lx—xy [l —, | -

(3)' XoSt<x;

@) |

Comof (t) = te3t , segue que: f'(t) = e3' + 3te3t = e31 (1 + 3¢),
") =3e3(1+3t)+ 3e3 =63 + 9te3,
() =18e3 + 9e3t + 27t e3t =27 e31(1 + t).

Como queremos estimar o valor da fungdo xe3* no ponto 0.25 usando
polindmio do 2° grau, devemos tomar trés pontos consecutivos nas vizinhancas de
0.25 . Tomando entdo: x, =0.2, x; = 0.3 e x, = 0.4, calculando a derivada com o

ponto de maior valor, obtemos que:

max () | =27 30N (1 +0.4) = 125.4998

Xg St <xp

Estamos, portanto em condi¢des de calcular um limitante superior para o

|0.25 -0.2 | |0.25 —-03 | | 0.25-0.4 |

erro de truncamento. Assim |R2(f; X) | = S

(125.4998):

= (0.0078 =8 x 1073,
(FRANCO 2006, p.289)

Pelo resultado obtido, vemos que se tomarmos um polinbmio do 2° grau

para avaliar f(0.25), obteremos o resultado com duas casas decimais corretas.
Observacoes:

a) O numero de zeros depois do ponto decimal, no resultado do erro, fornece o

namero de casas decimais corretas que teremos na aproximacao.

b) Observe que poderiamos ter tomado: x, = 0.1, x; = 0.2 e x, = 0.3 Se tomarmos
esses pontos, obtemos que IR,(f; x)I = 0.0054 =5 x 1073 o que implica que
obteremos duas casas decimais corretas na aproximacao. Assim tanto faz tomarmos
um ponto a esquerda, e dois a direita de 0.25, ou dois pontos a esquerda e um a

direita, que o erro sera da mesma ordem de grandeza.
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3.4 DIFERENCAS DIVIDIDAS

Definigéo 1:

Sejam, xy,xq,..,X, € Xxp4q pontos distintos no intervalo [a,b] e sejam,
Yo, V1r - Yn € Yn41 Valores de uma funcéo f nos pontos x =x;, i =0, ...,n.

Defini-se, f [x;] = y;, i =0, ...,n.

Além disso, f [xgxq, ., X, | = stz onl= f [0, 2nmal, ondef [xox;, ..., x, | € uma

Xn —Xo

fracdo cujo numerador é sempre a diferenca entre duas diferencas divididas
consecutivas e de ordem imediatamente inferior e cujo denominador é a diferenca
entre os dois extremos dos pontos envolvidos, denominado diferenca dividida de
ordem n da fungéo nos pontos x, x4, ..., x,. (RODRIGUES, 2003, p.161)

Para calcular as diferencas divididas de uma fungédo f(x) sobre os pontos

Xo, X1, ---, Xy CONStruimos a tabela de diferencas divididas da seguinte maneira:

X; f [xi] f [xi %] f [x0 x5, %]
Xo f[xo] = fo
f[in xl]:
f [x11= f [x0]
X1 —Xo
f[ » ]_f ,
X1 flal=f flxo, %1, x2] = W;fxw
2 —Xo
f [xll XZ] =
f [x21- f [x4]
Xp —Xq1
— _ flxz, xs]—f[xsz]
X2 flx] =1 flx1, %2, %3] = o x
3 —X1
f [x2) x3] =
f [x3]=f [x2]
X3 —X3
flxsxa]=f|x2x
X3 flxsl = £ Flxy, xs, x4]= Ll lxaxs ]

Xg —X2
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flxs, x4] =

[ [xa]l= f [x3]

Xa —X3

X4 flxd = fa

Tabela 7 — Diferencas divididas

a) a primeira coluna é constituida dos pontos x;,k = 0,1, ..., n;

b) a segunda coluna contém os valores de f (x) nos pontos x,,k = 0,1, ..., n;

c) nas colunas, 3,4,5,..., estdo as diferencas divididas de ordem,1,2,3,... . Cada uma

dessas diferencas € uma fracdo cujo numerador € sempre a diferenca entre duas

diferencas divididas consecutivas e de ordem imediatamente inferior e cujo

denominador é a diferenca entre dois extremos dos pontos envolvidos. (FRANCO,

2006, p.298)

Exemplo 4:Para a seguinte funcéo tabelada,

X

-2

-1 0

1 2

f )

-2

29 | 30

31 | 62

Tabela 8 — Dados aleatérios

construir a tabela de diferencas divididas usando o esquema acima temos:

x; | f[x] f %0 %] f | xj, x| flxiox] | f [ e, xm]
-2 =2

29-(-2) _

T !

0-(-2)
30 — 29 _ 0-(—15) _
0—-(-1) 1-(-2)
1-1 5-5

0| 30 T =" ="
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31 — 30 15-0
1-0 2 -(-1
31-1
1| 31 i
2 -0 >
62 — 31 _
2 -1
2 | 62

Tabela 9 — Diferencas divididas

Assim, o elemento 0, corresponde a diferenca divididaf [x;, x3, x3 ]

Portanto usando a definicdo seguinte que: f [x;, x5, x3] = [l xslof o, x2] g

X3 —X1

1-1

- 0.

usando o item c) acima, temos que f [x;x,,x;5 | =

Como veremos adiante, os resultados a serem utilizados, na construcao do
polindmio de interpolacdo na forma de Newton sdo os primeiros valores em cada
coluna de diferengas embora tenhamos que construir toda a tabela, pois os valores

nao sao independentes uns dos outros.

3.5 FORMULA DE ISAAC NEWTON
Seja f uma funcdo com derivadas continuas em [a, b] até a ordem n + 1.
Sejama = xy <x; <x; < <x, =b,(n+1) pontos.

Construiremos o polindbmio B,(x) que interpola f(x) em xg, X1,....Xp
Iniciaremos a construcdo obtendo P,(x) que interpola f(x) em x = x,. E assim
sucessivamente construiremos P, (x) que interpola f(x) em xg,xq,...,X k=
0,1,..,n_ Seja Py (x) o polinbmio de grau 0 (zero) que interpola f(x) em x = x,.
Entdo P,(x) = f[x,] . Pela definicdo de diferencas divididas, temos que, para todo
x € [a, b], x # xq:

f [x0,x] = %,parax * Xo (Ordem zero)
—A0

f [x0, %1, x] =f[x°’x]_f[x°’x1],parax + Xg A X # X; (Ordem 1)

X —Xq
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f [xo,...,xn_llx]— f [xo‘ xlm,,xn]
X—Xn

(Ordem n)

f %0, X1, veer Xy X] = ,parax # x;,i=0,..,n

De (0) temos que, f (x) = f [xo] + (x — x¢) f [x0, x] #

De (1) temos que, f [xg,x] = f [x0, x1] + (x — x1) f [x0, X1, x] € substituindo

em (#) temos que: f (x) = f [xo] + (x — x0)f [x0,%1] + (x — x0)(x — x1)f [%0, X1, X2].
Aplicando o mesmo raciocinio para(2), ..., (n) teremos que:
F(x) = f [xo]l + (x = x0)f [x0, %11 + (x = x0)(x = x1)f [x0, %1, 5] + -
+ (x — x0) . (x = xp_1)f [X0, X1, e Xpq]-
(RUGGIERO & LOPES, 1996, p. 223 a 228)

O polinémio acima definido chama-se polinémio de interpolacéo pela formula

de ISAAC Newton nos pontos xg, X1, «.., Xp—1-

Exemplo 5: Determine o polindGmio interpolar, na forma de ISAAC Newton,
gue interpola os seguintes valores. (aproveitando o exemplo anterior de diferencas
divididas).

X; -2 -1 0 1 2
Vi -2 29 30 31 62
Tabela: 10 — Dados aleatorios
Resolucéo:
xi | f [xi] f % %] f lxi x5, 2] fleooxd | flxp e xm]
-2 -2
29 - (=2
29-(2 _ 44
—1-(-2)
1| 29 1-31 _ 45
0—-(-2)
30 — 29 B 0-(—15) _
0 —(-1) 1 —-(=2)
0| 30 -1 °> __p
1-(-1 2 —(-2)
31 — 30 B 15-0 B
1-0 2 — (-1
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62 — 31 _
2 -1

2 62

Tabela: 11 — Diferencas divididas

flxol = =2, flx1] = 29, f[x,] = 30, fx35] = 31, f[x4] = 62

_ 29-(=2) _
f [XOI xl]_ 1 (_2)' - 31

flx]— flx] 30-29

flo ) = L= 0] S0 22
f [xz,x3] = ! [xjc]3 : )];[xZ] = 311 : 300 =

Flaxal =L [xi: 3];[3{3] = 622 — 311 =31

¢l < Lol flawl | 1-1

X3— X _1—(—1)=

flxs xal- flxa %] _31—-1_
- =15
X4 — X2 2-0

f[x2,%3,%4] =

f [x1, %5, %3] f [%0, %1, %,] _0—-(=15)

X ) ) ) = 5
F b sl X3 — Xo 1-(=2)
f %1, %2, x3,%,] = f %2, %3, X4]= f [x1, X2, X3] 15 — 0

1, A2, A3, A4 . ) 2 ( 1)
[ [x0, %1, %2, %3, X4] = f [0, %2, %3, %4]= [ [0, %1, %3, X3] 5-5
B X4 = Xo 2—-(-2)

O polinémio interpolador de Newton é dado por:

0



24

Py(x) = f [xo] + (x — x0)f [x0, x1] + (x — x0)(x — x1)f [x0, %1, %2]
+ (x — x0)(x — x1)(x — x2)f [x0, X1, X2, X3]

+ (x— x0)(x — x)(x — x2)(x — x3)f[X0, X1, X2, X3, X4]

P(x)=—24+ (x+ 2)31+ (x+ 2)(x+ D(—15+ (x+ 2)(x+ 1)(x— 0)5
+ (x+ 2)(x+ D(x— 0)(x— 1)0

Py(x) = 0x* + 5x3 + 0x? — 4x + 30 ou 5x3 — 4x + 30

Exemplo 6: Determine o polinGmio interpolar, na forma de ISAACNewton,

gue interpola os seguintes valores.

x | -1] 0 | 3
FoO| 15 | 8 | -1

Tabela: 12 — Dados aleatérios

Solucdo: Temos: Xo=—1 yo=-15 f(xq)
x3=0 y;=8 f(x1)
X, =3 y, =—1 f(xz)

e portanton = 2 . Assim o polinémio de interpolacdo na forma de Newton é dado

por: P,(x) = f [xo] + (x — x0)f [x0, 1] + (x — x0)(x — x1)f [x0, %1, x2].

Em primeiro lugar, construimos a tabela de diferencas divididas. Assim:

x; | f[x] f |xi %] f [xi x5, %]
—1| 15

8-15 _

0-(-1)

—3-(-7) _

" ° 3¢

—1-8___

3-0
3 | -1

Tabela 13 — Diferencas divididas

Portanto P,(x) =15+ (x + 1)(=7) + (x + 1)(x — 0)(1).
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Agrupando os termos semelhantes obtemos: P, (x) = x* — 6x + 8
3.6 DIFERENCAS ORDINARIAS

Do mesmo modo que no caso de Lagrange, existe uma férmula mais
simples para o polindmio de interpolacdo quando os argumentos xi s&o igualmente
espacados. Consideremos entéo a construcdo do polindbmio de interpolagdo quando

0s argumentos x; sdo igualmente espacados de, digamos, h # 0.
Para tanto, precisamos da nocao de diferenca ordinéria de uma funcéo.
Definigéo 2:

Sejam x,,x,,Xx, pontos que sucedem com passo h, isto €, x; = xo+

jh. Defini-se o operador de diferenga ordinria como segue:
A% f (x) = f (x)

Af(x)=f(x+h)— f()

Nf(x)=Af (x+h)—Af (x)

A" f(x) = A" (e + h) — A" (%)

Para calcular as diferencas ordinarias de uma fungéo f(x) sobre os pontos
Xo, X1, -, Xn , (igualmente espacados de h), construimos a tabela das diferencas

ordinarias da seguinte maneira:

x f () At 42

Xo Aof(xo) = fo

A f (x) =

A° f (1) = 4% f (x0)

42 f (xo0) =
X1 Aof (x) = f1

AL f (1) = AT f (x0)
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AV f () =

A% f () = A° f (1)

Azf (x1) =
X7 A°f (x3) = f>
A f () =AY f (xy)

A f (xp) =

A% f (x3) = 4° f (x3)

4? f(x) =
X3 A° f (x3) = f3
AN f (x3) — A f (x2)

A f (x3) =

A% f (x4) = 4° f (x3)

X4 Aof (x4) = fa

Tabela 14 - Diferencas ordinéarias
a) a primeira coluna é constituida dos pontos x;,i = 0,1, ...,n;
b) a segunda coluna contém os valores de f (x) nos pontos x;i = 0,1, ...,n;

c) nas colunas 3, 4,5, ..., estdo as diferencas ordinarias de ordem 1, 2, 3, ... . Cada uma
desas diferencas é simplesmente a diferenca entre duas diferencas ordinarias

consecutivas e de ordem imediatamente inferior.

Exemplo 7:Para a seguinte funcao tabelada,

x; —1 0 1 2 3
Vi 2 1 2 5 10

Tabela 15 — Dados aleatérios

construir a tabela de diferencas ordinarias usando o esquema acima temos:
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x | 4% f(x) A f (%) A% f (x) & f (x) A* f ()
-1 2
1-2=-1
0 1 1—(-1) =2
2—-1=1 2-2=0
1 2 3—-1=2 0-0=0
5-2=3 2-2=0
2 5 5-3=2
10-5=5
3 10

Tabela 16 — Diferencas ordinarias

Como veremos adiante, os resultados a serem utilizados na constru¢do do
polindmio de interpolacdo, para argumentos igualmente espacados de h , sdo 0s
primeiros valores em cada coluna de diferencas embora tenhamos que construir

toda a tabela, pois, novamente, os valores ndo sao independentes uns dos outros.
3.7 FORMULA DE NEWTON - GREGORY

Estabelece a seguinte formula para o polinémio de interpolacdo de Newton-

Gregory.

A f (xo)

A% f (xo)
h + ..

+ (x — x0)(x — x1) W2 o]
Anf(xo).

h™. n!

P (x) = f (xo) + (x — xo)

+ (= x9)(x — x9) . (x — x_1)

Exemplo 8: Determinar o polindbmio de interpolacdo na formula de Newton-
Gregory que interpola os seguintes valores. (aproveitando o exemplo anterior da

tabela de diferencgas ordinarias).

Xi

-1

Vi

2

10

Tabela 17 — Dados aleatérios



x | A°f (x) At f (%) 4% f (%) 4% f (%) 4% f (x)
~1 2
1-2=-1
0 1 1—(-1) =2
2—1=1 2—-2=0
1 2 3—-1=2 0-0=0
5-2=3 2-2=0
2 5 5-3=2
10-5=5
3 10

Tabela 18 — Diferencas ordinarias

O polinémio interpolador de Newton-Gregory de grau< 4 é dado por:

A 4
P(x)=f (xo) + (x— xo)%+ (x — x0)(x — x1) hzf_ (Zx!O)
3
+ (x = x)(x — x1)(x — xz)f{ﬁé%%gﬁz
A* f (xo)

+ (x = x0)(x — x)(x — x)(x — x3) h*. 4!

: -+ O+ D - 0)(x— 1)

Px)=2+ (x+ 1)_T1+ (x+1)(x— 0)12 >

0
+ @+ D@ - 06 - D= Dy

Px)=x*+1

28
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4 CONCLUSAO

O presente trabalho trata de apresentar a definicdo de funcédo polinomial do
1° grau ou afim, funcdo polinomial do 2° grau ou quadratica, erro na interpolacéo e
aproximacéo de fun¢des usando a interpolacao.

Alguns métodos de interpolagéo foram trabalhados para fazer a aproximagéao
de funcgbes por polinbmios. Entre eles podemos citar: férmula de Lagrange, formula

de Newton e férmula de Newton Gregory.

As figuras encontradas no decorrer do trabalho foram feitas através dos
programas Geogebra e Wolframalpha, programas excelentes para se trabalhar com

graficos.
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