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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar os principais métodos de
interpolacéo de fungdes e mostrar algumas de suas aplicacdes. Neste contexto, os métodos de
interpolacdo: Lagrange, Newton e Splines Cubicos sdo abordados com algum grau de detalhe,
destacando as ferramentas matematicas necessarias para obter os polindmios de interpolacéo,
bem como fazer uma estimativa do erro cometido. Finalmente, sdo discutidos as vantagens e
desvantagens dos métodos em escopo.

Palavras-chave: Interpolacdo de FuncGes. Método de Lagrange. Método de Newton. Método
de Splines Cubicos. Erro de Interpolagéo.



ABSTRACT

The objective of this work is to study the main methods of the functions interpolation
and show some of their applications. In this context, the Lagrange’s, Newton’s and Splines
Cubic’s methods of interpolation are approached with some level of detail, emphasizing the
necessary mathematical tools to get the polynomial of interpolation and the committed
mistake prediction. Finally, the advantages and disadvantages of the scope methods are
argued.

Key words: Function interpolation. Lagrange’s Method. Newton’s Method. Splines Cubic’s
Method. Interpolation mistake.
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1 - INTRODUCAO

Interpolar uma funcdo f (x) consiste em aproximar esta funcdo por uma outra fungéo
g(x), escolhida convenientemente, a fim de satisfazer algumas propriedades. A fungéo g(x)
é entdo usada em substituicdo a funcéo f (x).

A necessidade de se efetuar esta substituicdo surge em diversas situacdes, um exemplo
é quando sdo conhecidos apenas os valores numéricos da fungcdo para um conjunto discreto e
finito de pontos e € necessario calcular o valor da funcdo em um ponto ndo tabelado. Outra
situacdo aparece quando a funcdo em estudo tem uma expresséo tal que operacbes como a
diferenciacdo e integracdo sdo dificeis (ou mesmo impossiveis) de serem realizadas.

Segundo RUGGIERO e LOPES, 1997; SPERANDIO, MENDES e SILVA, 2003,
métodos de interpolacdo sdo utilizados para estimar valores de uma funcdo dentro de um
intervalo conhecido.

Dados n+1 pontos conhecidos, entdo o grau do polindmio interpolado sera no maximo
n, a escolha do grau satisfatorio dependera do nimero de pontos que se pretende interpolar e
da precisdo que se almeja. No entanto, polinGmios de grau muito elevados podem causar
extrapolacdo. (RUGGIERO e LOPES, 1997). Por outro lado, polindmios de grau reduzido
podem implicar em erros grandes de interpolacdo. A interpolacao é aplicavel na resolucao de
problemas fisicos, computacionais, entre outros.

O objetivo do capitulo 1 é descrever a técnica do metodo de Lagrange, desenvolvido
pelo matematico JOSEPH — LOUIS DE LAGRANGE (1736-1813). Tambem, sera estudado o
erro de interpolacdo ao aplicarmos este método e algumas aplicacdes deste método.

Partindo da premissa de que o polinémio de interpolacdo € Unico, porém, a forma de
obter este polindbmio ndo é Unica. Dessa forma, o capitulo 2 é dedicado ao estudo da
interpolacdo de Newton, juntamente com a estimativa do erro de interpolacdo e algumas
aplicac0es.

No capitulo 3, aborda-se a teoria basica do método de Splines e suas principais
variantes.

Finalmente, serdo analisados as principais vantagens e desvantagens dos métodos
apresentados neste trabalho.
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CAPITULO 1 - METODO DE INTERPOLACAO DE LAGRANGE

1.1 — Preliminares

Antes de comecar o estudo da interpolacdo de Lagrange, enuncia-se algumas
definicbes e teoremas basicos no estudo de interpolacdo de funcGes. Comegaremos com 0
Teorema de Weierstrass.

Teorema 1. Seja f uma funcdo continua definida no intervalo fechado e limitado [a,b]e

seja & um ndmero positivo. Entdo existe um polindmio p(x), tal que para todo x e [a,b] :

()~ p(x) <5 o

Este Teorema garante a existéncia de um polindmio p tdo proximo de f quanto

queiramos. Porém, nada disse sobre a maneira de como obté-lo e nem o grau desse polinémio.
Assim sendo, precisa-se de metodologias para construir eficientemente o polinbmio p.

A interpolacéo por meio de polindmios utiliza as informacgdes de n+1 pares de pontos
da forma (X,,Y,) (X, ¥y) - (X,,Y,) , sendo que em alguns casos, tem-se a relagéo
y, =f (xi), i=0,1,...,n, onde f é uma funcéo real. Constroi-se entdo, a partir desses dados,

um polinémio P(x) de grau no méximo n, tal que y, =P(x),i=0,1,...,n.

O Teorema a seguir mostra que sendo os pontos X,i=0,1...,n distintos, entdo o
polinémio de interpolacao é dnico.
Teorema 2. Dados n+1 pontos distintos X,,1=0,1,...,n e n+1 valores y,,i=0,1...,n, existe

um e s6 um polinémio P, (X) de grau menor ou igual que n, tal que:

yi=P,(%),i=01..,n 2)

n

Prova: Seja Pn(x) =a, +a X+ ...+ a X, ,um polinbmio de grau no maximo n, com

n+1 coeficientes a,, a,,...,a, a serem determinados. Assim tem-se,

n
aQ +aX, +...+ax =Y,

a0+aixl+"'+anxin =Y
3

a4, +ax, +...+aXx, =Y,

n°'n
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o qual pode ser interpretado como um sistema linear para os coeficientes a,, a,,...,@, € cujo
determinante conhecido como determinante de Vandermonde, é dado por:

1 X Xo
VSV (k) = [0 @
1 X, X

Para se calcular V , procede-se da seguinte forma:

Considere a fungéo V (X) definida por:

1 X ... X
Lox oo X

V(X) =V (X X ooy Xy p0X) = (5)
1 X X
1 X X"

V(x) é um polinémio de grau menor ou igual a n. Além disso, V (X)se anula em

Xy X, - ., X,_,. Pode-se entdo escrever:
V (X Xpo « vy Xoas X)=A(X = %) (X = %) o (X = X4) (6)

Onde A dependede X,, X, - .., X, ;.

Para se calcular A, desenvolve-se a funcdo (5) segundo os elementos da Gltima linha e

observamos que o coeficiente de x" é V (XO, Xpyoony XH). Logo,
V Xy X1 X) =V (Koo Xy ) (X=X ) (X =X,y ) @)
Substituindo x por x,em (7), obtém-se a seguinte formula de recorréncia:
V (Xgyeees X1 X0 ) =V (Koo X ) (X =% )Xy = X1 )- (8)
De (4) temos que: V (X, X)) = X — X,
Em vista da sentenca (8), segue que:
V(%% %) = (% = %)% = %) (% = %)

Por aplicagdes sucessivas em (8) obtém-se:
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V(%) X o0 %) = TT6—x).

i>]

Por hipotese, 0s pontos X,, X;,..., X, séo distintos. Assim V =0 e o sistema (3) tem uma

Unica solucéo a,, a,,...,a,.

Podemos observar, entdo, que dados n+1 pontos distintos X,, X, ..., X, € n+1
valores f (%)) =¥, f(%) =V, ..., f(x,) =Y, de uma fungdio y = f(x), existe um e
um s6 polindmio P, (%) de grau no maximo n , tal que

P (x)=Ff(x) k=01...,n.

n

Definicdo 1. Chama-se polindmio de interpolacdo de uma fungdo y = f(x), sobre um
conjunto de pontos distintos X, X;,...,X, a0 polindmio de grau, no maximo n, que coincide
com f(x) em Xy, X,..., X, . Tal polindmio ser4 designado por P, (x).

Exemplo 1. Dados os pares de pontos: (0,8); (1,6); (2,-6), determinar o polindmio de
interpolacdo para a funcdo definida por este conjunto de pares de pontos.

Solucéo:

Temos:
X, =0, Yo =8 =1 (x),
X =1, y1=6:f(X1),
X, = 2, y, =6 =f (x,).

Como n=2, devemos determinar P,(X) =a,+a,x+a,Xx+a,Xx,, tal que P,(x.)=Y,,k=0,12
isto é:

ao+a1xo+a2X§ZYO
B A% taX =Y.
a0+a1x2+a2x§:y2

Substituindo x, e Y,, k=0,1,2, obtemos:
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Logoasolugdoé: a, = 8, a =3 ea, =-5.

Assim: P,(x) =8+3x—5x", é o polindmio de interpolacdo para a fungdo definida
pelos pares de pontos: (0, 8);(L 6);(2,-6).

Neste ponto, conclui-se que a constru¢cdo de um polindmio requer a solugdo de um
sistema linear de equacdes. Isto ndo é uma tarefa tdo simples a medida que o nimero de dados
aumenta, e mesmo quando estes dados envolvem ndmeros racionais ou irracionais. Percebe-se

entdo, que existe uma necessidade de se construir os polindmios de interpolacdo através de
técnicas préaticas que garantam resultados aproximados ou exatos.

1.2 - Formula de Lagrange

Sejam Xgr Xjs -+, X;» N +1  pontos  distintos. Consideremos para

k = 0,1 ..., n,0sseguintes polindmios Ik(x) de grau n:

L (x) = (X = %) (X = %) (X = Xea)- - (X = X))
K (xk - Xo)- ) .(Xk — Xk_l) (Xk — X ) . .(xk - xn)

E facil verificar que:

0,sek #j,
b (%) =65 = {1, sek =j. ®)

Para valores dados: f, = f(x,), f, = f(x), ..., f, = f(X,) de uma fungo

y = f(x), o polindmio:

n (10)
() = 2 fk(x)
k=0
é de grau no méximo n e, em vista de (9), satisfaz : P, (x ) =f, .k =0,1, 2 ..., n.

Logo P,(x), assim definido, é o polindmio de interpolacéo de f (x) sobre os pontos
Xgr Xy« X, . A formula (10) é chamada FOrmula de Lagrange do Polinbmio de

Interpolacao.

Exemplo 2. Conhecendo-se a seguinte tabela:
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a) Determine o polindmio de interpolacdo na forma de Lagrange.

b) Calcule uma aproximagéo para f (1,5), usando o item a).

Solucéo:
X, =0 Yo =8 =1 (%)
Temos: x =1, y, =6 =1 (x),
X, =2, y, =—6 =f (x,)

Determina entdo os polindmios I, (x), k = 0, 1, 2, ..., n.. Assim:
C(x = x)(x ) (x=)(x-2) _ x*=3x+2
(%) =

(% = %)06-%) (0-1)(0-2) 2

(x -

)
L) =) (-00-2) X -2x
(% —%)04-%) (1-0)@-2) -1

(x -

)

I(X) (X _XO) ) (X=0)(x- 1) —X
2 (% = %)0e-x) (2-0)2-D) 2

Portanto: P,(X) = f, I,(X)+ f, 1,(x)+ f, ,(x)

P, (x)=8% _2”2 +6 X2:12X—6 XZZ_X = 4(x® ~3x+2)-6(x* —2x)-3(x* X)

Agrupando os termos semelhantes, obtém-se: P, (X) =-5x* +3x+8

Uma aproximagdo de f (1,5) é dada por P,(1,5). Assim, usando o algoritmo de Briot-
Ruffini, obtemos:

1.5 -1,5 | -6,75
-5 -45 | 1,25

Logo: f(1.5)~P,(1.5)=1.25.
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Este método consiste em multiplicar os coeficientes pelo valor de X na fungdo depois
somar e subtrair cada termo até encontrar o valor aproximado da fungao.

Também  podemos  obter f(1.5) efetuando o0  seguinte  calculo:
P,(L,5) =-5x1,5°+3x1,5+8=125. Uma observacdo é que este Ultimo tipo de célculo é
utilizado somente para obter o resultado quando resolvemos problemas manuscritos.

Em resumo. Observar-se que para obter o valor da fungdo num ponto ndo tabelado,
podemos aproximar a fungéo por seu polindmio de interpolacao.

1.3 — Estudo do erro de Interpolagdo de Lagrange

Da definicdo de polindmio interpolador tem-se que, o polindmio de interpolagao
Pn(x) para uma funcdo y = f(x) sobre um conjunto de pontos distintos X, X,..., X, satisfaz
a propriedade:

P.(%)="f,k=01...n (11)

E importante observar que para 0s pontos X # X, nem sempre Pn(>_<) = f(>_<).
Porém, uma possivel avaliacdo de f(x) nos pontos X#X,kK =1 2,...,n pode ser
realizada da seguinte forma: considere P, (x) como uma aproximacdo para a funcdo

y = f(x) num certo intervalo que contenha os pontos X,,X,...,X, . Logo, aproxima-se o

valor f(>_<) através de Pn(>_<). Nesse ponto, podemos perguntar o seguinte: o polindmio de

interpolacdo é uma boa aproximacdo para f (x)? Como podemos medir o tamanho do erro

cometido quando substituimos f(x) por Pn(x) ? Para responder essas questoes,
primeiramente, apresentaremos dois lemas, bem conhecidos, de um curso de célculo.

Lema 1 -Teorema de Rolle - Seja f(x) continua em [a,b] e diferenciavél em cada ponto de

(a,b). Se f(a)= f(b), entdo existe umponto x =&, a <{<b,talque, f'(£)=0.

Prova: Caso f seja uma fungéo constante, f(a)= f(b)=f(x), entdo sua derivada é nula

em todos 0s pontos de [a, b] e, nesse caso, o0 teorema esta demonstrado.

Se f ndo for toda nula, ela terd valores maiores ou menores que f(a) e f(b):
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Se f(x)> f(a) paraalgum x em (a, b), pelo Teorema do Valor Extremo, f assume um valor

méaximo em algum ponto de [a,b]. Uma vez que f(a)= f(b), a funcdo deve assumir esse

valor maximo em c dentro de (a, b). Isso significa que f tem um maximo local em c e é

diferenciavel nele. Lembrando que a funcédo € diferenciavel no intervalo (a,b), por hipétese.
Portanto f'(c)=0.

Se f(x)< f(a) paraalgum x em (a, b), pelo Teorema do Valor Extremo, f assume um valor

minimo em algum ponto de [a,b]. Uma vez que f(a)=f(b), a funglo deve assumir esse

valor minimo em ¢ dentro de (a, b). Isso significa que f tem um minimo local em c e é
diferencidvel nele. Portanto f’(c) =0.

Lema 2 - Teorema de Rolle generalizado - Seja n>2. Suponhamos que f(x) seja continua
em [ab] e que f"(x) exista em cada ponto de (a,b) . Suponhamos que
f(x)="Ff(x,)=..=0paraa <x <X, <...<X, <b.Entdo existe um ponto & X <&< X_,
tal que f"V(&)=0.

Prova: Vamos demonstrar usando inducdo matematica.

Para n=1, ja esta demonstrado pelo Teorema de Rolle. Vamos supor valida, por
hipdtese de indugéo para n. Queremos provar que é valido para n+1 .Pelo Teorema de Rolle,

para cada inteiro k no intervalo [1,n], existe um &, no intervalo aberto (a,b,) tal que
f'(e,)=0. Portanto, a primeira derivada de Rolle satisfaz o que assumimos para n+1
intervalos fechados [&,,¢,],...[,4.€,]. Pela hipétese de indugdo, ha um ¢ para o qual a

f n+l

derivada f " (¢) =0. Como se demonstra.

Agora, enunciaremos um teorema que fornece uma expressao para o célculo do termo
do erro.

Teorema 2 - Seja f (x)continua em [a,b]e suponhamos que f ™ (x) exista em cada ponto

de (a,b).Se a < %, < x <...< X, <h,entdo

R,() = f ()~ P,(x) = XXX %) s ) (12)
(n+1)!

onde 0 MiN{X, Xy, X, ..., X, } <&< max{X,Xy,X,...,%,} €0 ponto & depende de X.
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Prova: Sendo P,(x)="f (xk) , a funcdo R (X)=f(x)-P,(x) se anula em
X=X,k=0,1..,n Seja x fixado e tal que x=X.,k=0,1,...,n. Consideremos as funcdes
K(x) e F(t), definidas por:

K(X) _ f (X) — Pn (X) ’
(X=X )(X=%))...(x=X;)

X=X, k=0,1...,n,¢e (13)

F(0) = (1) = F(0) = (= %)t =x)...(t =%, )K(x) (14)

A fungdo F(t) se anula nos seguintes n+1 pontos t=Xx,,t=x,...,t =X, . Anula-se

também em t = x, em virtude da funcdo K(x). Pelo Lema 1.1.3, a funcdo F ™ (t) se anula
emum ponto &= &(x) tal que:

CMIN{X, Xy, X Xy b < &< MAX{X, Xy, Xy X -
Calculando entdo F'"(t), tendo em vista (14), obtemos:
FOD () = 09 (t) — (n+1) 1K (X).
Entéo, substituindo t por &, segue que:
0= f ™ (g)—(n+1)1K(X).

Portanto:

K(X) B f (n+1) (5)

= 15
(n+1)! (15)
Comparando (15) e (13), temos, finalmente:
R, ()= 1), (x) = XXX XXZX) g
(n+D)!
Onde 0 Min{X, Xy, X, ..., %, } <&< max{X,Xy,X,...,X, |, 0 que demonstra o teorema.
Em vista de (12), podemos escrever:
F(0)=P,()+R,(x). (16)
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O termo R (X) na expressdo (16) é chamado de termo do erro ou erro de

truncamento. E o erro que se comete no ponto x, quando se substitui a fungdo por seu
polindmio de interpolacéo calculado em x.

Uma observagdo importante é que o Teorema 2.3 se apresenta mais com um resultado
tedrico do que pratico, visto que ndo se consegue determinar o ponto & de tal modo que fica
valida a igualdade em questdo. Entretanto, para estimar o erro cometido ao aproximar o valor
da funcdo num ponto por seu polinémio de interpolacéo, utiliza-se o seguinte corolario.

Corolario 1 — Seja R (X)=f(x)—P,(X). Se f(x) e suas derivadas até ordem n+1 sdo

continuas em [a,b], entdo ,

ol

R <
| n (X)| = (n +]_)! ast<b

f (D (t)\ (17)

Exemplo 3: Dada a tabela

X 0| /4 7l2 | 3x14 | &
f(x) |0]07071 1 0,7071 | 0

Calcular um limitante superior para o erro de truncamento quando avaliamos f (37z/8) , onde
f (x)=sen(x), usando um polinémio de interpolacéo do quarto grau.
Solucéo: Temos, de (17):

() < Lo xl el - xl-x)

max ‘f(s) (t)‘ .

Xo<t<X,
Como f (t)=sen(t), segue que:
f'(t)=cos(t), f"(t)=-sen(t) , f"(t)=—cos(t), f“ (t)=sen(t), f* (t)=cos(t).

Como queremos estimar o valor da fungdo sen (t) no ponto x=3z/8, usando um
polindmio de aproximacdo do quarto grau, devemos tomar os 5 pontos dados na vizinhanca
de x=37/8. Tomando entdo: x,=0,x, =7/4, X, =7/2,%, =374, X, =7 , temos que:

3718 0| [37/8 —x /4| [37/8 —712|[37/8 —3714|[3z/8 —x| 0,4203
51 120

=0,0035 e

max

O<t<z

—cos(t)| =max

O<t<rz

cos(t)|=|cos(0)| =|cos(7)|=1

Estamos, portanto em condigdes de calcular um limitante superior para o erro de
truncamento. Assim:
19



IR, ()| <0,0035

Pelo resultado obtido, vemos que se tomarmos um polindmio do quarto grau para
avaliar sen (3 /8), obteremos uma aproximacgdo com duas casas decimais exatas.

1.4 — APLICACOES

Aplicacao 1- A integral eliptica completa é definida por:

zl2 dx
K(k)=
(k) IO (1—kzsen2(x))ﬂ2
Por uma tabela de valores dessa integral encontramos:

K(1)=15708; K(2)=1,5719; K(3)=1,5739 . Determinar K(2,5), usando polindmio de
interpolacdo, na forma de Lagrange, sobre todos os pontos.

Solucéo: Considerando a tabela:

X 1 2 3
K(x) 1,5708 | 1,5719 | 1,5739
temos:
X =1, Y, = 1,5708 = f (xo) ,
X, =2, y, = 1,5719=f (Xl)
X, =3, y, =1,5739 = f (xz).

e, portanto, n=2. Assim, o polinbmio de interpolacdo na forma de Lagrange € dado por:
2
R(x) = 2 fk(x),
k=0

Determinemos os polindmios |, (x), kK = 0,1, 2, ..., n.Temos:
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| (x) = (X=%)(X=%,) :(X—Z)(X—3):X2—5x+6'
T -0 (%-%)  (1-2)(1-3) 2
(= x)(x = %) _(x=1)(x-3) _ x*—4x+3

(% - %)06-%) (2-1)2-3 -1
,(x) = (X =%)(x =%) _(x-D(x=2) _ x*~3x+2
2 (X, = %)(%-%) (3-1)(3-2) 2

Portanto: P,(X) = f, l,(x)+ f, 1,(x)+ f, L,(x).

2 2 2
P, (x)=1 5708# +1 5719L1X+3+1, 5739 X X2 _

=0,7854(X* —5x+6)~1,5719(X* —4x+3)+0,7869(x* - 3x + 2)
Agrupando os termos semelhantes, segue que:  P,(x) =0,0004x* —0,0001x +1,5705

Uma aproximacéo de f(2,5) é dada por P,(2,5) . Assim, usando o algoritmo de Briot-
Ruffini, obtemos:
0,0004 |-0,0001 |1,5705

2,5 0,001 | 0,00225
0,0004 | -0,0009 |1,5727

Logo: f(2,5) ~P,(2,5)=15727. Ver pagina 16.

Aplicacao 2- O valor de log,,12,7foi computado por interpolacéo linear sobre os pontos 12 e
13. Mostrar que o erro de truncamento € menor ou igual que 0.004.

Solucdo: Considerando a funcéo f(x)=log,,(x)= f(12)=10792, f(13)=11139. Logo
podemos tabelas esses valores da seguinte forma:

X 12 13
f(x) | 1,0792 | 1,1139

Pretende-se calcular um limitante superior para o erro de truncamento ao avaliarmos
f(12.7),sendo  f (x)=1log,, (x) e usando um polinémio de interpolagéo do segundo grau.

X = x| Jx = %] ..
T max |f(x)

De (17) segue que : |R,(x)| <
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Como f(x)=1log,(x), ento:

y 1
T

Tomando entdo: X, =12, x, =13, temos que:

12,7-12| 12,7-13]  0,2100

_ =0,1050 e
2! ’

maxl— 1 | L1 o000

23| x2In(10)|  [169.In(10)|

Logo,
IR, (t)|<0,1050x0,0026 = 0,0003
Fazendo arredondamento para trés casas decimais tem-se:

IR, ()| <0,0003

CAPITULO 2 - METODO DE INTERPOLACAO DE NEWTON

2.1 — Preliminares

Para a determinacdo do polinbmio de interpolacdo pelo método de Lagrange existem
alguns passos que ndo se pode mudar, ou seja, quando se deseja passar um polinémio de grau
n (constituido por n+1 pontos) para um polinbmio de grau n+1 (constituido por n+2
pontos) todo o processo de construcdo do polinbmio tem que ser totalmente refeito. Por tal
motivo, neste capitulo, o objetivo é obter através da forma de Newton um polindmio de
interpolacdo que ndo exige tanta reforma, e para construcdo desse polindmio deve-se ter
inicialmente o conhecimento de diferenca dividida de uma funcao.

2.1.1 Diferenca Dividida

Definicdo 2. Sejam X,, X, ..., X,, n+1 pontos distintos no intervalo [a, b] e sejam
fo, f,, ..., f,, n+ 1 valores de uma funcdo y = f(x) sobre x =X,k =0,1 ..., n
Define-se:

fx]=f(x),k=01....,n;
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D %] Do %]

f VX e X =
[%. % ] —
Onde f[xo, Xiy ooy xn] é a diferenca dividida de ordem n da funcéo f(x) sobre os pontos
Xgr Xis - -+, X, . Assim, usando a defini¢do, temos que:
f{x] —f[X
D] = TP =T D6]
X =X

f X =X,
f % %, %] = % ;]_X[O Xl],
2 0

f [XO, X, Xy, Xs] — f [X1' X35 ))((3] _—Xf [XO, Xy, Xz].
3 0

Das igualdades acima pode afirmar que para calcular uma diferenca dividida de ordem
n, € necessario conhecer as diferencas divididas de ordemn—1. Por outro lado, os valores das
diferencas divididas dependem apenas do valor da funcdo nos pontos dados, como pode-se
observar no seguinte calculo:

F %] = F % %]

f % X %] = —
() = 00 () (%)
X =X X =%
X, — X

Entretanto, existe uma maneira mais simples de se calcular as diferencas divididas de
uma funcéo.

2.1.2 Calculo Sistematico das Diferencas Divididas.

Para calcular as diferencas divididas de uma funcéo f(x) sobre o0s pontos

Xor Xs - -+, X, CcOnstruimos a tabela de diferencas divididas:

Tabela 1. Tabela de Diferencas Divididas

k]| flxx] | ARG
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fha]= 1
fhe]=1,
flx]=1
fx]= "

f{x]-flx]
X =%

f [Xz] — f [Xi]
X, =X
f[xs] —f [Xz]
%] = f[x]

f %% %] =

f % % X

f[Xl,XZ] —f [XO’Xl]

X =X

l _[xx] = %%,
X5 =X

f[Xz,X ,X4] — f[X31X4] - f[Xz,Xa]

X, — X,

(1)
Desta maneira, segundo a Tabela 1 temos:
a) A primeira coluna é constituida dos pontos X, kK = 0,1, ..., n;
b) A segunda coluna contém os valores de f(x) nos pontos X, k = 0,1 2, ..., n;
c) Nascolunas 3, 4, 5, ..., estdo as diferencas divididas de ordem 1, 2, 3, ... Cada uma

dessas diferencas é uma fracdo cujo numerador € sempre a diferenca entre duas diferencas
divididas consecutivas e de ordem imediatamente inferior e cujo denominador é a diferenca
entre os dois extremos dos pontos envolvidos.

Exemplo 4 - Para os valores tabelados, construir a tabela de diferencas divididas.

f(x)

2 | 1] 1
0 ‘ 1 ‘ -1

2
0

Solucéo: Preenchendo os valores conforme a Tabela 1, temos:

X

fx]

f[xi,xj]

f[xi,xj,xk]

f[x

i1

X xk,xJ
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2] 0
1-0) _
-1-(-2)
1] 1 -1-() _ -2
_1_(1):_1 1-(-2) 3
1-(=1) 2 2
5_(?):1
1 -1 1-(-1) _2 2-(-2) 3
0-(-1) _, 2-(-1) 3
2-1
2 0

Para calcular a diferenca dividida f [x,, x,, X;], usamos a definicao
%, %] =[x, %]

fx, % %] =  x e usando o item c) acima, temos que:
3
2 _2
f ~3 3_1
e

2.1.3 Alguns Resultados sobre Diferencas Divididas

Teorema 3 - As diferencas divididas de ordem k de uma funcdo f(x), satisfazem:

f %]
X — Xl) (Xo - Xz)- : -(Xo - Xk)

f %]
(Xl - XO) (Xl - XZ)"'(Xl - Xk)

f %]

(Xk - XO) (Xk - X1) : '(Xk - X _Xk—l)

f % %, ..o %] = (

+

+...t

Corolario 2 - As diferencas divididas de ordem k de uma funcdo f(x), satisfazem:
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% X oo %] = [ X Xy 0o X ]

onde( jo, ji» - -+, ) € qualquer permutacéo dos inteiros (0, 1, ... ,k).

Corolario 3 - As diferencas divididas de ordem k de uma funcdo f (x), satisfazem:

Dt %] =
_ F[Xor v vs Xigs Xias v v o0 %] —f[xo, e X X ""X"],l ‘i
X; — X
Observagdes:

a) O Corolario 2 afirma que a diferenca dividida de f(x), € uma fungdo simétrica de
seus argumentos, isto &, independe da ordem dos pontos X,, X, ..., X.. Nesse
sentido, no exemplo 4 temos:

el = flx]_ flx] = flx]

X, =X X =%

fx, %] = =f[%, x|= f[x, % ]=f[%, x]

b) O Corolario 3 afirma que podemos tirar quaisquer dois pontos para construir a
diferenca dividida de uma fungdo, e ndo necessariamente o primeiro e o ultimo.
Assim, no exemplo 4:

R =_§
f[XO,Xl,Xz]:f[Xo’Xz] _f[Xsz]ZE . J [f - f[X1]J_
X =%
:(jifj_'(;tfj:_g
-2+1 3

2.2 - Formula de Newton

Como diz CULMINATO, para obtermos a forma de Newton do polindmio de
interpolacdo precisamos inicialmente definir algumas func@es. Para tanto, consideraremos que

f (x) seja continua e que possua derivadas continuas em [a, b], e também que os pontos

Xor X4, - - %, sejam distintos em [a, b]. Definimos entdo as fungdes:
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f [%, x] = ] = F [x] , definida em [a, b], para x # X,. (18)

X — X,
f [ X, X] LY Xj —_>f<1 %, Xl],definidaem [a, b], (19)
Para, X# X, € X # X,.
FIXoy X vy Xogo X = X, X0 o ovy X,
f % X0 oo X0 X] = [%: % lx—]x [%: % ] (20)
Definida em[a, b], para x=x, k = 0,1 ..., n.

Observe que nas fungdes definidas acima acrescentamos, sucessivamente, na diferenca
dividida o proximo ponto da tabela. Em todas estamos aplicando o Corolario 3. O objetivo

agora é encontrar uma férmula de recorréncia para f (x). Assim, de (18) temos que:

F() = fD6] + (x=%) fx x].
De (19), usando (18), obtemos:

f % X, X] (x = %) =[x, x] = f[%, %]

f[x] — f[XO] _f [Xo’ Xl]

= f(X) = [%] + (X =%)f [ %]+ (X =%) (x =x)f[%, % x].

= f [%. % x] (x = %) =

De maneira analoga, de (n+1), obtemos:
FOO=EF 6] +(x =) D x] + (x = %) (x = %) f x5, %, %]
+ (X =%) (=x) (X = %) XX X%, ]+
+ (=) (x=%) - (=) T X ] (21)
= %) (= %) (6 = %) X0 % % X

Temos assim, obtido uma formula de recorréncia para f (x) . Vejamos o que significam
{J el .}, em().

Teorema 4 - O polinémio:
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P(X) = f[x] + (x = %) f [%: %]
o (X =) (= X)) X X o x] =

é o polindmio de interpolacdo da fungdo y = f(x) sobre os pontos X,, X, ..., X, iSto &,
P(x)="Ff(x)k=01...,n

n
Prova: (provaremos por indugdo em n).

1) Paran=1, temos que:

= %] + (x - %) f[x)l(i] __;O[XO]
Logo,
parax=x, = B(X)) = f[x] + (X — X)) f[xﬂ :)f(o[xo] =f [%],

Fx] = f[x] = f]

X | .
X = % 1

parax=x = B(x) = [x] + (x - %)

2) Suponha valido que paran = k — 1 istoé, B —1(x) = f(x),i =01 ...,k — 1L

3) Para provar que n = k, divide-se a prova em duas partes. Assim:

a) Seja i <k ; entdo:
P(%) = Ru(X)+(x=%) (% = %) .(x = %) F[Xo X0 o0 %]
= R, (x) = f(x) , utilizando a hip6tese de inducéo.
b) Seja i = k; entdo:
R(%) = D] +(% = %) f %0 %] + ...
+ (%= %) (% = %) (% = %) F[Xor X0 o0 %]

Fazendo x = xk em (21), (lembrando que n = k), e comparando com a expressao
obtida acima para P, (x,), vemos que P, (%) = f(X,), 0 que completa a prova do teorema.
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Teorema5-Parax €[ab], x # x, k =0,...,n,

X] _ .I:n+l(§)
(n + 1)

X0 X0 X0 o oh X & e (X Xy)-

Prova: Usando o Teorema 4, em (21), podemos escrever:

f(X)=P,(X) + (X = %) ..(x = %,) F[%: X, ..oy X X]

= f(X)=P,(X)=(X = %)--.(x = %) F[Xos X0\ -+ Xy X] - (22)

f(X)-P,(X)=R,(X)=(x — %) (X = x)...(x = x,) o 1)!; (23)

Onde & € (X, X, ).

Mas (X — %, )(Xx — %)...(x = x,)#0, porque os pontos tabelados séo distintos,
Assim comparando (22) com (23), segue que:

)
(n+1)!’§ (% %,) -

fX, X, o0 X, X] =

Portanto chama-se Forma de Newton do Polinébmio de Interpolacédo ou Formula de
Newton, a seguinte expressao:

Po(x) = F(%)+(x = %) F X %] + (x = %) (x = %) f[%, X, %]

oo (X=X (X = X)) (X = x) F X Xy X ] =

.Exemplo 5 — Conhecendo-se a seguinte tabela:

X 21 1| 1 2
f(x) | O 1 | -1 ] 0

Calcular f(0,5), usando polindmio de interpolacdo de Newton.
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Solucéo:

Temos:
x0=—2, =f (%) =
X = flzf(xl)z
X, =1, f,=1(x)=-
X, = 2, f, =f (%) =

Como queremos interpolar f(0,5), escolhemos trés pontos proximos de 0,5. Neste caso,
Xp: X, € X,. Assim, temos que, e o polindmio de interpolagdo na forma de Newton é dado por:

Pz(X): f [X0]+(X o XO) f [Xo’ X1] +(X - Xo)(x - X1) f [Xo’ X Xz]

Em primeiro lugar, construimos a tabela de diferencas divididas. Assim:

X f[x] f[xi,xj] f[xi,xj,xk] f[x,, J,xk,xl]
-2 0
1
-1 1 -2/3
-1 1/3
1 -1 2/3
1
2 0

Portanto: P,(x) = 0 + (x + 2)(1) + (x + 2)(x +1)(_?2]

2x? 2
Agrupando os termos semelhantes obtemos: P, (x) =-— %— X +§.

O valor ¢ aproximado de f(0,5) é dado por P,(0,5)=0 . Assim, temos:
f(0,5)= P,(0,5) =0.

2.3 — Estudo do erro de Interpolacéo de Newton

Uma observacao neste caso € que para o calculo do erro de truncamento na forma de
Newton usamos 0 mesmo da forma de Lagrange dado em (16), ou seja:

Ri(X)=(X = %) (X = %) .(x = %) F[X0 X, ..o X x| = £}, (24)
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Observagéo: Como a diferenca dividida f [x,, X, ..., X,, x| ndo depende da ordem de seus

argumentos, podemos reescrever 0s pontos X,, X, ..., X,, X em ordem crescente
Xy, X, ..., X, X .. Entdo pelo Teorema 5, temos:
f(n+1) (5)

& e (% %) (25)

f[x;),g,...,x;,xg+1]=m’

Este resultado nos permite avaliar o comportamento da derivada de ordem n + 1 de
uma funcdo y = f (x) (supondo que ela existe), por meio das diferencas divididas de ordem
n + 1 dessa fungéo no intervalo [a, b]. Em particular, a diferenca dividida de ordem n de um
polindmio P,(x) = a,x" + a,_,x"" + ... + aX + a, é independente do ponto x e igual a
a, (coeficiente de seu termo de grau n). As diferengas de ordem maior que n sao todas iguais

a zero. Assim, ao examinarmos uma tabela de diferencas divididas de uma funcgéo, se as
diferencas de ordem k séo praticamente constantes, isto significa que a funcdo é bastante
proxima de um polinémio de grau k. Podemos, entdo, usar um polindmio de grau k para
interpolar tal fungéo.

Exemplo 6- Dada a tabela de valores,

X -2 -1 1
f(x) 0 1 -1 0

N

Estime o erro de truncamento de f (0,5), em que seu valor foi aproximado pelo polindmio
de Newton.

Solucéo: Para dar uma estimativa para o erro de truncamento usaremos os calculos das
diferencas divididas de ordem 3 ja obtidos anteriormente, para a funcdo dada.

XD x| DX xe ] | F X% %0 ]
-2 0
1
-1 1 -2/3
-1 1/3
1 -1 2/3
1
2 0

Fazendo os calculos observamos que ela € igual a 1/3. Assim, usando (24), segue que:
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IR,(0,5) < [(0,5 - (-2)) (0.5 - (-1) (0.5 - 1)(0,5—2)% =0,6250

Portanto: R,(0,5) =0,6.

2.4 - APLICACOES

Aplicacdo 1- A integral eliptica completa € definida por:

_ 2 dx
K(k)__[o (1_kzsen2(x))u2

Por uma tabela de valores dessa integral encontramos:
K(1)=15708; K(2)=1,5719; K(3)=1,5739 . Determinar K(2,5), usando polindmio de
interpolagéo, na forma de Newton, sobre todos os pontos.

Considerando a tabela:

X 1 2 3
K(x) | 1,5708 | 1,5719 | 1,5739
temos:
X, =1, Yo = 15708 = f (x,) ,
X =2, y, = 1,5719=f (x) ,
X, =3, y, =15739 = f (x,).

E n = 2. Assim o polindmio de interpolacédo na forma de Newton é dado por:

P (x)=f[X]+(x = %) F[X0, x] +(Xx = %)(x = %) f[Xo: X0 X%, ].

Em primeiro lugar, construimos a tabela de diferencas divididas. Assim:

X; K[x]

1 1,5708
0,0011

2 1,5719 0
0,0011

3 1,5730

Seguidamente, montamos o polinbmio de Newton de segunda ordem:

P,(x) = 1,5708+ (x-1)(0,0011) + (x-1)(x -2)(0)
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P,(x) = 0,0011x + 1,5697

Logo os valores de K(2,5) é dado por P,(2,5), lembrando que este é um valor

aproximado. Assim, temos: f (2,5)~P,(2,5) =1,5725.

Aplicacdo 2- Sabendo-se que a equacdo f(x)=x"+6x*—1 tem uma raiz em [0,1],
determinar o valor aproximado dessa raiz usando polindmio de interpolagdo de Newton sobre
3 pontos distintos (0; 0,5 e 1).

Considere os seguintes dados:

x, =0, Yo = -1 =1 (%),
x =05, y, = 0,5625=f (x,),
X, =1, y, =6 =1 (x,).

Assim o polindmio de interpolacdo na forma de Newton é dado por:
B ()= f o]+ (% = %) f X ] +(x = %)(x = %) f[%, % %],

Construimos entdo a tabela de diferencas divididas, temos:

X f(x)
0 1
3,125
05 0,5625 7,75
10,875
1 6

Agrupando-se os termos temos polinémio:

P(x) = =1+ (x —0)(3125) + (x —0)(x —0,5)(7,75)
P,(x) = 7,75x* - 0,75x —1.

Apds a obtengdo do polindmio e encontrando a raiz X, =0,4108 entre 0 e 1 tal que
P, (x ) =0. Finalmente, temos que 0,4108¢ a raiz aproximada de f (x)=x"+6x*-1 no

intervalo [0,1].
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CAPITULO 3 - METODO DE SPLINES

3.1 — Preliminares

A Interpolagdo Splines desenvolve fungbes formadas por diferentes polindmios de
grau menor ou igual a m, definidos para cada intervalo entre os pontos de interpolacéo, de
modo que em cada ponto de interpolacdo o spline é continuo, assim como todas as derivadas
até ordem m-1.

Sabe-se que, no caso da funcdo que se quer interpolar possuir derivadas de valor
numérico elevado em alguma regido do intervalo de interpolacdo, a aproximacdo é
prejudicada em todo o intervalo. Nessas situagdes, a interpolacdo por spline pode auxiliar na
tarefa de interpolagio CULMINATO, JOSE ALBERTO.

O procedimento de construir splines é andlogo, qualquer que seja o grau dos
polinémios utilizados. Nesse capitulo, daremos énfase ao estudo do spline de grau 3, o qual é
amplamente utilizado nos processos de interpolacéo.

3.1.1 — Interpolacéo spline cubico

Sejam X, <X, <...<X,0s pontos e interpolagdo. Um spline cubico é uma fungéo s(x),

definida no intervalo [x1 xn] com as seguintes propriedades:

1. s(x), s'(x) es"(x), sdo funcdes continuas no intervalo (X, X, ).

2. Em cada subintervalo [x , x|, s(x) €é um polindmio ctbico tal que
s(x) =f =1f(x)
parai =1 2,...,n.

Portanto, s é composto por n — 1 polindmios cubicos, onde cada polindmio é
determinado por 4 coeficientes (&, ,b , ¢, e d;) o que d& um total de 4n — 4 coeficientes a

determinar, ou seja 4n — 4 incdgnitas. Entdo, além de interpolar o ponto X;, devera também
satisfazer a condicéo de continuidade nos pontos de interpolacao, desse modo:

s(x)=f ,parai=12...,n-1,e

Spa(X,) = f,.

A continuidade é satisfeita se
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s (x.,) = f., (continuidade de's ),

parai =1 2, ..., n — 2. As condi¢des acima implicam 2(n — 1) equacOes. Faltam ainda

as continuidades de s'(x) e s"(x):

S/(X,1) = Si.a(X,,) (continuidade des’),

i i+1

S'(%.1) = 81 (X.) (continuidade de s” ),

i i+1

para i =1 2,..., n — 2. Cada condi¢do equivale a n — 2 equagdes. Portanto temos até

agora um total de 4n — 6 equacdes. Restam duas equacdes para que seu himero seja igual ao
nimero de incognitas. Essas duas Ultimas equacdes relacionam-se com as condi¢Ges de

fronteira do spline. Com relacéo ao comportamento de s(x) no extremo do intervalo, ha duas
possibilidades a se considerar:

i) spline natural,
si(x) =0
si.(x,) =0

i) spline com mesmas condigdes de f na extremidade,

Essa ultima escolha pressupde que a informagdo sobre o valor da derivada de f nos

extremos do intervalo seja conhecida. Em contrapartida, a aproximacdo obtida com essa
escolha possui uma maior exatiddo do que a obtida com o spline natural.

Nos proximos paragrafos montaremos o sistema de equacBes lineares para
determinarmos 4n — 4 coeficientes & ,b , ¢, ed, dos n — 1 polindmios que compde o

spline:

s(x) =a +b(x-x) +Ci(X_Xi)2 +di(X_Xi)3' (26)

Por ser uma interpolagdo, a cada X, temos que s(x) = f, ,ou seja, s(x) = f,
Portanto, em vista da equacdo (26) a interpolacdo implica:

fi = Si(xi) =g
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parai =1 2, ..., n — 1. O que determina o valor dos coeficientes a,. A continuidade do
spline s;(x) nos pontos de interpolagdo implica a equacéo s;(X,,) = S..(X.) para
i=12 ...,n—2,0useja,

a +b(Xy — %) +6(%a — %) +d(X, —%) =a,, ou

f. + b(x

i+1 i+1?

%) G (X - % )2 + o (%= % )3 = e (27)

Para aliviar a notacéo, seja h = (x,, — X ). Dessa forma, a equacéo (27) pode ser reescrita
como

f. +bh +ch®> +dh® =f, (28)

A continuidade da primeira e segunda derivada implicam

b + 2ch + 3dh?= b (29)
1 (| 1 I+1
€

¢ +3dh =c, (30)

parai =1 2, ...,n - 2.
Isolando d. na equacdo (30) e substituindo em (28) e (29) encontramos
respectivamente

2

fiu=1f +bh + h?i(zci + Ci+l) (31)

b|+l b + hi (Ci + Ci+1) (32)

parai =1 2,...,n -2

Isolando b, na equagdo (31) podemos determina-lo em termos dos valores conhecidos

f., h e daincognita c, (0 mesmo acontece com os coeficientes d,, a partir da equacéo (30)),

b = 1 — % (2¢; + Cy), (33)
para i =1 2,...,n— 2.
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A substituicdo de b, e b, dados pela equacdo (32) na equacdo (33) com os indices
deslocados de uma unidade, ou seja, b = b_, + h_(c_, + ¢), permite encontrar uma

equacéo para os coeficientes ¢, em termos dos valores conhecidos f, e h.:

h,Ciy + 2(hi—lJr hi)ci + hc,, =3 [%j h—3 {%ja (34)
i i1

parai = 2,3, ..., n —1.

A equacdo anterior define um sistema de equagOes lineares para as incognitas C, .
Note que além dos coeficientes ¢, C,, ..., C,,, 0 Sistema envolve um coeficiente C, que ndo

esta diretamente relacionado a algum dos n — 1 polindmios s, . Na realidade, c, esta

relacionado as condicOes de fronteira e sua determinacdo depende do tipo de spline que
estamos construindo, se € um spline natural ou um spline que satisfaz as mesmas condicoes de
f nos extremos do intervalo de interpolacao.

As n — 2 equacOes de (34) envolvem n variaveis (as incognitas C; ), para que 0

sistema tenha solucdo Unica devemos incluir as duas ultimas equacdes que descrevem o
comportamento do spline nos extremos do intervalo de interpolacdo. Vamos estudar
inicialmente o caso do spline natural.

3.1.2 - Spline natural

O spline natural deve satisfazer as condigdes s”(x )=0es"(x,) = O, estas duas

equacBes implicam respectivamente, ¢, = O e
2c,, +6d ,h, =0 (35)

A equacdo (35) implica em termos da equacdo para os coeficientes d, de (30) que
c. = 0.

n

Colecionando esses resultados temos o problema de resolver o seguinte sistema de
equacoes

c, =0

h.C, + 2(h,+ h)c + hc,, =3 LT Sl 1 Y R 5 T I W
hi hi—l

c, =0
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Dessa forma, encontra-se o valor dos coeficientes ¢, , e a partir desses coeficientes

determinamos o valor dos coeficientes b, através das equagdes (33):

f, —f h
b = =—1 — 1 (2¢ +c,),
i hi 3 ( i |+l)
parai = 2,...,n — 1. Também, o valor dos coeficientes d. é determinado através da
relacéo (30)
C, — G
d = i+1 i , 36
i 3 (36)
parai = 2, ..., n — 1. Os coeficientes a, = f. como ja haviamos afirmado anteriormente.

3.1.3 - Spline com as mesmas condi¢fes de f nos extremos

Nesse caso 0 spline deve satisfazer as condicdes
s'(x) =f'(x) =f es'(x,) =f'(x,) =f, . Para determinar o spline, f e f, devem
ser valores conhecidos. Estas condi¢gdes implicam respectivamente

b = f/ (37)

b, + 2c,h , +3d h> =f. (38)

Como os coeficientes b, satisfazem a equacdo (33), a equacdo (37) implica:

fl':blz%—%(&:l+c2),

ou seja,

f, — f
2 , =3 21| - 3f
ha + e, = 3 b

(39)

Da mesma forma, no caso da equacéo (38), as equacoes (33) e (36) implicam:
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h..,+2h.c = 4[%} + 3f! (40)

-1

Em resumo, devemos resolver o sistema formado pelas equagdes (34), (39) e (40)

2hc, + he, = 3 (%} - 3f/

hoc, +2(hy +h)c +hey, = 3[%} - 3[ fi; fi_lj d=2...,n-1,

hnflcn—l + 2hn71Cn = —3 [fnh_ fnl] + 3f,

n-1

seguidamente, devemos determinar os coeficientes b, e d, através das equagdes (33) e (36):

f, —f h
b = —1 — 1 (2 +c,),
i hi 3 ( i |+l)
d = Cu — G
' 3h ’
para i =1, 2, ..., n — 1. Naturalmente, os coeficientes a, = f, .

Exemplo 7: Encontre a interpolacédo spline cubico (spline natural) para os dados da seguinte
tabela:

(¥
2 | 0
1| 1
0 | 0
1 | 1
2 | 0
3 | 1

Solucdo: O spline cubico natural para o conjunto de dados formado por seis pontos é
construido a partir de cinco polindmios de grau 3, ou seja, faremos cinco subdivisdes do

intervalo [-2,3] nos quais os polindmios clbicos s;(X),s,(X),S,(X),s,(X),S5(X) estejam
definidos.

Cada s, é da forma s(x)=a +bx+cx’+dx®, onde i=12..,5, mais o coeficiente
acessorio C;.
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Como se trata de um spline natural: ¢, =c, =0, e 0s demais coeficientes ¢, sdo solugdo do
sistema:

4 10 0\(c,) (0
141 0[lc,| |-6
014 1]lc,| |0]
0 01 4)(c 6

Calculando o  sistema  matricial temos que a solugio €é o  vetor
(0.4019, -1.6077, 0.0287, 1.4928)" . Os coeficientes b, e d. sdo calculados a partir de

C,CpynsCsy @ = T;.

Observa-se que h =x,,—x =>h =Lh,=1h,=1h,=1h =1e, em vista da equagéo (26) a
interpolagdo implica f, = s;(x) = a,entdo a, =0,a,=1,a8,=0,3,=1,8,=0, 8, =1.

b = 2= M e 1 c,)=08660
h, 3
b, = 2% M0 o) 07320
h, 3
b= o=l Mooe Lo )= e = 2% o0 4 )=20622
h h, 3
b, = 2% M 4 )= 15167
h, 3
b= % =% M o0 ¢ )=—19052
h 3
d, = £ =% 01340
3h,
d, = &~ % -0 6699
3n,
d = S =G g = %% —g5a55
3n 3n,
d, = =% -0.4880
3,
d, = =% = 04976
3n,

Assim, os splines cubicos naturais ficam definidos da seguinte forma:
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s, (X

(
(x)
53 (X)
(x)
(x)

Conclui-se

5,(x)=0,866029(x +2)+0,1340(x +2)’, ~2< x < -1
5,(x)=1-0,7320(x+1)+0,4019(x +1)" ~0,6699(x +1)’, ~1< x< 0
= 2,0266x —1,60766x> +0,5455x%, 0 < x <1
=1-1,5167(x~1)+0,0287(x~1)" +0,4880(x~1)’ , 1< x <2
5 (X) =—1.9952(x - 2)+1,4928(x — 2)* —0,4976(x—~2)*,2< x <3

entdo, que o polindmio interpolador s(x)é uma funcdo definida por

partes, sendo que cada parte € um polinémio cubico s, (x) definida para cada subintervalo

de interpolagéo.

Exemplo 8: Determine os valores de

f(x)

seja, um spline cabico.

Solucéo: Dada a fungéo

Temos que:

a e b de forma que a seguinte funcéo:
X +x, -1<x<0
ax’* +bx,0<x<1

Para que f seja um spline cubico, ela deve ser tal que os limites para f, f'ef” ,

devem estar bem definidos em x = 0. Ou seja, a partir de f”(x), devemos ter que a = 0;

a partir de f’(x), devemos ter que b = 1. Quaisquer que sejam o0s valores de

aeb, lim_, f(x) = 0.Portanto, f serd um spline clibico,se a = Oeb = 1.
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3.2 — Estudo do erro de Interpolacéo de Spline Cubicos

Segundo QIU, JINGMEI, uma estimativa do erro cometido pelo método de splines
cubicos é dada por

h4
max [f(x) - ps(x)| < 7 max [£9(x),

xe[X1.% |

onde h = max |x — x_|. Dessa forma, pode-se observar que o erro associado a
1

aproximacao por splines cubicos seria O(h“), para um h pequeno em cada subintervalo de

aproximacao.

4 — CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi apresentado a descricdo, a estimativa de erro e algumas aplicacdes das
técnicas mais conhecidas de interpolacdo de funcdes, ao saber as técnicas de interpolacéo de
Lagrange, Newton e splines. Apesar que, pelo Teorema 2, o polindmio de interpolacdo é
anico, estas trés tecnicas possuem caracteristicas proprias, tanto na construcdo do polindmio
interpolador, quanto na sua aplicabilidade.

O método de Lagrange ¢ um método de facil implementacéo, e sua aplicacdo é recomendavel
em problemas académicos ou de pouca complexidade. Como ja observado, a alteracdo do
grau do polindmio interpolador exige que os calculos sejam todos refeitos, o que torna
dificultosa a resolucéo. Por outro lado, a estimativa do erro de truncamento pode ser obtida
somente se a funcao interpolada for conhecida analiticamente.

O capitulo 2 apresenta 0 método de Newton, o qual pode ser considerado uma excelente
opcdo, pelo fato de possuir baixa complexidade de resolucdo, isto, torna as implementacdes
rapidas e praticas. Por outro lado, no caso de alteracdo do grau do polindmio interpolador,
poucas alteracBes sdo precisas.

O processo de se construir interpolacdes spline é andlogo para qualquer grau dos polinémios.
Entretanto, o capitulo 3 se restringe apenas ao estudo de splines cubicos, onde se observa que
aléem de interpolar o ponto em questdo, devera também de satisfazer condicGes de
continuidade nos pontos de interpolacdo, o que torna o método complexo e trabalhoso. Por
outro lado, para cada subintervalo de aproximacdo, obtemos polindmios interpoladores com
erro de truncamento baixo, 0 qual o torna eficiente para problemas que exigem uma
aproximacao mais acurada.

42



5 - REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

RUGGIERO, M.A.G.; LOPES, V.L.R. -“Célculo Numérico”,1997.
CULMINATO, JOSE ALBERTO — “Calculo Numérico — ICMC/USP.
SPERANDIO, MENDES e SILVA- “ Calculo Numérico, 2003.

JINGMEI QIU - https://www.math.uh.edu/~jingqiu/. Interpolation , polynomial interpolation,
spline,

43



