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RESUMO

Essa monografia aborda, inicialmente, o advento de uma significativa ferramenta
matematica: os logaritmos, que no decorrer de aproximadamente trezentos e
cinquenta anos colaborou para a simplificacdo de célculos aritméticos como
multiplicagéo, divisdo, potenciacdo com expoente fracionario, extracdo de raizes,
entre outros. A fungdo logaritmica, assim como sua inversa, a fungdo exponencial,
sdo instrumentos para relatar matematicamente a evolugéo de grandezas, nas quais
0 crescimento ou decrescimento sdo proporcionais a quantidade dessa grandeza em
um determinado tempo. Com essas propriedades tais fungdes apresentam inimeras
aplicacdes que modelam fendmenos cotidianos em diversas areas como fisica,
quimica, musica, biologia e geografia. O estudo destaca a aplicagdo das funcdes
logaritmicas e exponenciais em matematica financeira através de explanagéo tedrica

e exemplos préticos.

Palavras-chave: logaritmo, funcdo exponencial, funcdo logaritmica, aplicacéo,

matematica financeira.



ABSTRACT

This study addresses, initially, the advent of a mathematical tool: the logarithms, that
throughout three hundred and fifty years assisted on the simplification of arithmetical
calculations such as: multiplication, division, potentiation with fractional exponent,
root extraction, among others. The logarithmic function as well as its inverse, the
exponential function, are instruments to mathematically express the evolution of
quantities, in which the increase or decrease are proportional to the amount of such
quantity in a given time. With these properties such functions show numerous
applications that shape everyday phenomena in several areas such as physics,
chemistry, music, biology and geography. This study also highlights the application of
the logarithmic and exponential functions in financial mathematics through theoretical

explanation as well as practical examples.

Keywords: logarithm, exponential, logarithmic function, application, financial

mathematics.
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INTRODUCAO

E indiscutivel que os logaritmos e fungBes exponenciais foram abordados
como assuntos muito inovadores por muito tempo, permitindo célculos que na época
em que surgiram eram muito onerosos ou até impossiveis de serem feitos.

Considero que o estudo dos logaritmos e fungdes exponenciais ndo deve ser
considerado um fim, existem muitas aplicacdes desses topicos na vida cotidiana, e
muitos fenbmenos podem ser representados por modelos mateméticos contendo
logaritmos, citaremos alguns ao longo do texto, contudo a énfase sera em sua
aplicacao a matematica financeira.

O trabalho tratara inicialmente de um estudo histérico sobre os logaritmos e
fungcbes exponenciais em seu primeiro capitulo, abordando as motivagdes de sua
criacdo atraves da analise dos dois mateméticos que se destacaram na busca da
resolucdo de problemas na época.

No segundo capitulo discorro da explicacdo didatica dos conceitos de fungbes
exponenciais e logaritmicas, expondo suas formulas e propriedades com
demonstracbes. Depois exponho alguns exemplos de aplicagdo desses tdpicos
tedricos em quimica, geografia e financas.

O terceiro capitulo refere-se a matematica financeira, iniciando com uma
explanacao histdrica sobre o assunto, sua relacdo com as fungdes logaritmicas e
exponenciais e encerrando com exemplos préticos da aplicacdo dessas fun¢des a
matematica financeira.

A metodologia utilizada foi a pesquisa bibliogréfica de livros, artigos e topicos

da internet, objetivando expor a interag@o entre teoria e pratica.
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1 LOGARITMOS: RECAPTULACAO HISTORICA

1.1 RECAPTULACAO HISTORICA

Os logaritmos surgiram no século XVI de necessidades na astronomia e
navegacado por célculos aritméticos muito complexos comparados ao que existia na
época, nesse periodo das grandes navegacgfes calculos de rotas eram muito
importantes. Nesse mesmo estagio também houve grande desenvolvimento
comercial, entdo eram feitos célculos de juros e transagfes comerciais, que também
eram passiveis de simplificacdo utilizando logaritmos, pois esses transformam

multiplicagbes e divisdes em soma e subtragéo.

Hoje podemos observar logaritmos sendo utilizados em diversas &reas do

conhecimento matematico como: economia, geofisica, fisica e etc.

Muitos matematicos participaram e contribuiram na constru¢@o dos logaritmos
como conhecemos hoje. Podemos destacar John Napier (1550-1617) que é
considerado o inventor dos logaritmos. Napier ndo era matematico, nascido na
Escécia, era um nobre tedlogo e a matematica era seu lazer, seu interesse estava
na simplificacdo de célculos, aspectos da computagéo e trigonometria. Joost Biirg

(1552-1632) também contribuiu com trabalhos a respeito de logaritmos.

Em 1614 Napier apresenta a tabua de logaritmos no livro Mirifici
logarithmorum canonis descriptio (Descricdo do maravilhoso método dos logaritmos)
e mostra como usa-la para que fosse proveitoso as pessoas, mas ele ndo justifica
como chegou a essa ideia. Em 1619, dois anos apo6s a sua morte foi publicado o
método pelo qual era construida a tabela dos logaritmos, saindo do dominio da
aritmética, que € mais estatica, e entrando no dominio das grandezas, que sdo mais
dindmicas. Segundo Collete (1995), o primeiro homem a utilizar a ideia de logaritmos

foi John Napier:

(...) no final do século XVI, Napier, preocupado porque os calculos eram
grandes e dificeis, e freavam o progresso cientifico, concentrou todos os
seus esforcos em desenvolver métodos que pudessem simplifica-los. Com
este fim, escreveu em sua Radiologia, onde descreve a utilizacdo de barras
e quadrinhos para efetuar somas de parcelas parciais. Os quadrinhos de
Napier eram tadbuas de multiplicacdes montadas sobre barras de secc¢tes
guadradas (COLLETTE, 1995, p.45).
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Podemos entender melhor o método que Napier utilizou para desenvolver a
tabela de logaritmos nos orientando pelo quadro. Na primeira linha temos os
expoentes e na segunda linha temos as poténcias de 2 correspondentes a esses
expoentes. E com essa tabela podemos resolver multiplicagdes mais complicadas
usando a adicé&o.

FIGURA 1 — Tabela de Napier.

1|12 ]3] 4 5] 7 2] 10 11 12 13 15
2| 4| 8|15 32| 64| 128| 256|512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32788

o

Fonte: Site Info Escola®

A tabela de Napier foi similar a essa, mas como nessa tabela a razdo € 2
existem grandes lacunas entre 0os numeros da sequencia, ele precisaria que a
sequéncia de numeros da segunda linha fosse formada por nUmeros cuja razéo se
aproximasse de 1, ou seja, ele estava buscando reduzir as lacunas entre os
nameros da segunda linha, o que Ihe daria maiores chances de encontrar o produto

procurado, independente de qual fosse. Esse problema foi solucionado quando
Napier usou a razéo 1 — % com resultado aproximado a 0,9999999 e para resolver

0 problema dessas casas decimais que se repetem, ele multiplicou as poténcias por
107. A tabela proposta por ele, como reflexo dessas conclusées, foi formada, na
primeira linha, pelos expoentes L e na segunda por niumeros N, ficando na seguinte
. _ 7¢1 _ _L\L 2
forma: N = 107(1 107) .
Napier chamou o expoente L de logaritmo de N, vejamos o que significa a
palavra logaritmo. Conforme cita Magalhdes (2003, p.8), logaritmos vém da juncao

de duas palavras no latim logos — razdo e arithemos - nimeros (Quantas vezes se

! Disponivel em: http://www.infoescola.com/matematica/historia-dos-logaritmos/. Acesso em out.2015.
2 Disponivel em: http://ecalculo.if.usp.br/funcoes/logaritmica/historia/hist log.htm. Acesso em out.2015.
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tomam & base como fator para obter o nimero). Essa era ideia principal que se tinha
a respeito da palavra logaritmo. O Método dos Logaritmos significava para Napier o
desejo de expressar a criagdo de um método de célculo a partir de razdes numéricas
ou da proporcéo de nimeros. Perceba que fazendo L = 0 obteremos N = 10°, o que

quer dizer que, para Napier, o logaritmo de 107 = 1. 3

E importante lembrar que Napier principiou a sua obra com explicages que
utilizavam termos geométricos. Ele ndo pensou uma base para o seu sistema,

basicamente escrevendo multiplicagdes repetidas que equivaliam a 0,9999999.

Sobre as fungdes exponenciais podemos citar uma lenda sobre seu

surgimento:

Conta a lenda que um rei solicitou aos seus suditos que lhe inventassem um
novo jogo, a fim de diminuir o seu tédio. O melhor jogo teria direito a realizar
qgualquer desejo. Um dos seus suditos inventou, entdo, o jogo de xadrez. O
Rei ficou maravilhado com o0 jogo e viu-se obrigado a cumprir a sua
promessa. Chamou, entéo, o inventor do jogo e disse que ele poderia pedir
0 que desejasse. O astuto inventor pediu entdo que as 64 casas do
tabuleiro do jogo de xadrez fossem preenchidas com moedas de ouro,
seguindo a seguinte condicdo: na primeira casa seria colocada uma moeda
e em cada casa seguinte seria colocado o dobro de moedas que havia na
casa anterior. O Rei considerou o pedido facil de ser atendido e ordenou
gue providenciassem o0 pagamento. Tal foi sua surpresa quando os
tesoureiros do reino lhe apresentaram a suposta conta, pois apenas na
Ultima casa o total de moedas era de 263, o0 que corresponde a
aproximadamente 9 223 300 000 000 000 000 = 9,2233.1018. Nao se pode
esquecer ainda que o valor entregue ao inventor seria a soma de todas as
moedas contidas em todas as casas. O rei estava falido!*

A lenda nos apresenta uma aplicagédo de fungcdes exponenciais. O problema
citado € um dos mais populares quando tratamos de matematica recreativa.
Resolvendo o problema do nimero de moedas chegaremos a expressdo dos
sessenta e quatro primeiros termos da progressdo geométrica: {1, 2, 4, 8, 16, 32,
64}. Para chegarmos ao resultado dessa soma usamos a formula S = 2% -1, e
obteremos o resultado 18.446.744.073.709.551.616 — 1, e entdo subtraindo o 1:
18.446.744.073.709.551.615 que seria o total de moedas ganho pelo inventor do

jogo, levando o rei a faléncia.

® Disponivel em: http://www.infoescola.com/matematica/historia-dos-logaritmos/. Acesso em out.2015.

* Disponivel em:
http://www.suporteeducacional.com.br/matematica/conteudo/17/matematicaelementariii_pg030.pdf. Acesso
em out.2015.
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2 CONTEXTUALIZACAO: FUNCOES LOGARITMICAS

Funcdes logaritmicas e exponenciais sdo utilizadas em inimeras &reas da
matematica. Apesar de serem assuntos considerados muito complicados pelos
alunos do ensino bésico, sdo muito uteis em diversas situagfes, desde medicdes de
niveis de terremotos, como 0s que ocorreram no Jap&o no ano de 2011, medig&o de
nivel sonoro nas ruas das cidades, apreciagdes de iméveis ou depreciacdes de

automoveis e variacdes de aplicagdes financeiras.

Depois de feita a recapitulagdo historica, iniciaremos uma contextualizagdo
sobre as fungdes logaritmicas, iniciando por funcdes, fungdes sobrejetoras, injetoras

e bijetoras, passando por logaritmos e depois trataremos das fungdes exponenciais.

2.1 FUNCOES: DEFINICOES E EXEMPLOS

Podemos definir uma fungéo da seguinte maneira:

Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Denomina-se “f” uma fungéo de A em B,
representada por f: A - B uma lei, que indica como associar cada elemento “x” de A

“, N

um Unico elemento “y” em B.

Citando um exemplo de fungdo podemos observar o conjunto A e o conjunto
B, representados em diagramas de Van Euler, os elementos do conjunto 4, que é o
conjunto de partida, ou dominio, o campo de existéncia da funcdo, seréo
“transformados” nos elementos do conjunto B, que é o conjunto de chegada, o
conjunto que contem as possiveis transformagdes de “x” pela fungéo f. O conjunto
Imagem sera o conjunto das transformagBes e contem apenas os valores

associados ao x transformados pela funcgéo f.

Um exemplo de fungéo é representado pela figura 2:



FIGURA 2 - f : A - B : exemplo com letras.

ffA—-B

Fonte: Elaborada pela autora

Podemos também citar um exemplo numérico na figura 3:

FIGURA 3 - f: A — B : exemplo com numeros.
A=+ B

Fonte: Elaborada pela autora

Sobre a fungéo representada na figura 3 pode-se definir:

f=12=1

16
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f2) =22=4
f(8) =3=9
f(4) = 42 = 16

Dominio: D (f) = {1,2,3,4} = A
Contradominio: CD (f) = {1,4,9,16,25} = B
Imagem: Im (f) = {1,4,9,16}

O elemento 25 no conjunto B ndo tem nenhum correspondente no conjunto A,
mas isso ndo descaracteriza a fungéo.

Na figura abaixo n&o temos uma fungdo, pois ndo temos o elemento

correspondente ao F(5) no conjunto B.

FIGURA 4 — Exemplo de conjuntos que ndo séo funcdes.

EA—-B

fix) = nio ¢ fungio

L S S S
3
W = D o

Fonte: Elaborada pela autora

Para o estudo das fungdes logaritmicas e exponenciais é importante que
saibamos os conceitos de fungdes injetoras, sobrejetoras e bijetoras:
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Uma funcdo f:A — B é injetora quando elementos diferentes de A séo
transformados por f em elementos diferentes de B, ou seja, x; #x, em A =

f(x1) # f(x;) emB.

Na figura 5 fornecemos um exemplo de fungéo injetora, onde os elementos do
conjunto A = {0,1,2} sdo transformados pela funcdo nos elementos do conjunto
B = {1,2,3,5}, e cada elemento de A é transformado em um elemento diferente no

conjunto B.

FIGURA 5 — Exemplo de funcéo injetora.

Fonte: Site Matematica didatica®

Uma funcéo f: A — B € sobrejetora quando todo elemento y em B € imagem

de um x em 4, ou seja, Im (f) = B.

Na figura 6 fornecemos um exemplo de funcdo sobrejetora, onde todos os
elementos do conjunto B = {3,12,27} tém pelo menos um correspondente no
conjunto A = {—-2,—-1,1,3}.

® Disponivel em: http://www.matematicadidatica.com.br/FuncaoSobrejetoralnjetoraBijetora.aspx. Acesso em
out.2015.
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FIGURA 6 — Exemplo de fungéo sobrejetora.

A, E

Fonte: Site Matematica didatica®

Uma funcéo é bijetora quando ela for simultaneamente injetora e sobrejetora.
Na figura 7 podemos ver um exemplo de fungéo bijetora, onde todos os elementos

do conjunto B tem apenas um elemento correspondente no conjunto A.

FIGURA 7 — Exemplo de funcéo bijetora.

Fonte: Site Matematica didatica’

2.2 LOGARITMOS

O logaritmo agora pode ser definido de forma clara e objetiva. Depois de

entendermos a definicdo trataremos das propriedades que propiciam o uso do

® Disponivel em: http://www.matematicadidatica.com.br/FuncaoSobrejetoralnjetoraBijetora.aspx. Acesso em
out.2015.
" Disponivel em: http://www.matematicadidatica.com.br/FuncaoSobrejetoralnjetoraBijetora.aspx. Acesso em
out.2015.
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logaritmo. O uso atual de logaritmos utiliza principalmente a base decimal e a base
e, sendo este Ultimo denominado logaritmo natural. A definicdo de logaritmos pode

ser escrita da seguinte maneira:

Dado um numero real positivo a #1, o logaritmo de um nimero x >0 na base

a € 0 expoente y a que se deve elevar a de tal modo que a” = x. Escreve-se

y = log, x.

Notamos entdo que log,1 = 0 e também log,a = 1, levando em
consideracdo que a®=1 e al=a para todo a >0. Esta afirmacdo serda muito

importante no estudo das propriedades dos logaritmos.

Seguindo dessa definicdo citamos a propriedade fundamental dos logaritmos:

2.2.1 PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DOS LOGARITMOS

O logaritmo do produto de dois nimeros reais positivos b e ¢ em uma base
positiva a #1 é igual & soma dos logaritmos de b e ¢ nesta mesma base a. Em

termos matematicos:
log.(b.c) = log, b + log, c
Demonstrando, utilizando a defini¢&o:
u = log,bev = log,c
b=a*ec =a"->b.c =a*.a’" = a**" >
u+v = log,(b.c) = log,(b.c) = log, b+ log, c
Teorema. Para quaisquer a,b € R* tem-se que log,(bc) = log, b + log,, c.
Demonstragao: log, (bc) = log, (a'°8a®)*108a()) = Jog, b + log, c.

Agora demonstraremos a seguinte afirmagéo: o logaritmo de um produto com

mais de dois fatores resulta na soma dos logaritmos de cada fator separadamente.

loga(by * by b3 - ...-by) = log, by + log, b, + logg b +...+ log, by
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De fato:

log, by (by b3 by ... b,) = log, by + log,(by - b3 -by-...-by) €
log, by - (b3 - by - ...-b,) = log, by, + log,(bs - by - ...* by)

Com isso, podemos ver que:

l09o(by by *b3 ... by ) = log, by + log, b, + l0g, b3 + ...+ log, by

2.2.2 PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS

Tendo como base a propriedade fundamental dos logaritmos podemos

enunciar as propriedades dos logaritmos:

| — Logaritmo do inverso: Ioga% = —log, b
Il — Logaritmo do quociente: Iogag = log, b — log, c

Il — Logaritmo da potencia: log,(b*) =t-log, b (citando em particular

log.(at) =t, Vt € R)
IV — Logaritmo como expoente de sua base: al®8* = x

Mudanca de base: Dado log, x é possivel encontrar o valor de log, x se

conhecermos o valor de log, b, utilizando a expresséo para mudanga de base:

Podemos demonstrar essa expresséo, considerando:
log,x =4
log.b =B

log, x = C,sendo a,b # 1.
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Como b # 1, entdo B # 0. Logo, x = a*, b =af e x = b¢, e como ((a?)¢) =
b¢ = x = a* temos:

log, x

B-C=A I =
& log, x log. b

Entdo, podemos escrever a expressdo de mudanca de base da seguinte

forma:
log, x =log, x - log, b

Teorema: Seja x um nimero real positivo e a, b e R*\{1}, é vdlida a seguinte

propriedade: log, x = log, x - log, a.

Demonstragdo: Escrevendo x = a'°9a(®, entdo, log,(x) = log,(a'°8®) =

log, (x) - log, (a).

2.2.3 FUNCOES LOGARITMICAS

Uma funcdo que é composta de fungdes inversas entre si € a fungdo
identidade. Podemos dizer que uma fungédo possui inversa quando cada elemento

do seu contradominio € imagem de um Gnico elemento do seu dominio.

Uma fungéo real L: R* - R, cujo dominio € o conjunto R*, sera uma funcéo

logaritmica se tiver as seguintes propriedades:

) L é um funcao crescente: x <y = L(x) < L(y);

1) L(xy) = L(x) + L(y) para quaisquer x,y € R*
Para todo x € R*, ao numero L(x) chamamos logaritmo de x.
Como consequéncias de | e Il teremos as propriedades:

A) Uma funcdo logaritmica L: R* - R é sempre injetiva, ou seja, ndmeros
positivos diferentes tém logaritmos diferentes.
B) O logaritmo de 1 é zero: L(1) = L(1.1) = L(1) + L(1), logo L(1) = 0.
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C) Os numeros maiores que 1 tém logaritmos positivos e 0s numeros

positivos menores que 1 tem logaritmos negativos.

D) Paratodo x > 0, tem-se L% = —L(x)
E) Paratodo x € R* e todo numero racional r = % tem-se Lx" = r.L(x)

F) Uma fun¢éo logaritmica L: R* — R é ilimitada, superior e inferiormente.

Sobre as fungbes logaritmicas € importante afirmar que toda funcéo
logaritmica L € sobrejetiva, ou seja, dado qualquer nimero real c, existe sempre um
anico numero real positivo x tal que L(x) = c. E toda fun¢éo logaritmica L: R* - R é

uma correspondéncia biunivoca (bije¢édo) entre R*e R.

Dados dois valores reais x; < x,, teremos que a*t <a*2 quando a>1 e
a*t > g*2 quando 0 <a < 1. Entdo essas seréo as condi¢cbes para que a fungéo

g:R - R*/g(x) = a* possua inversa.

Sejam f: A - B e g: E = F fungdes tais que Im(f) c E. A fungéo que associa

acada x € 4, g(f(x)) € F, € chamada fungdo composta de g com f e é denotada

por g ° f. Afuncdo g ° f : A— F é definida por g ° f (x) = g(f(x)).

Percebemos, de acordo com a definicdo que a fungdo f:R* - R/f(x) =

7

log, x é inversa da fungcdo exponencial g:R - R*/g(x) =a*,a+ 1 sendo um

numero real positivo.
Podemos verificar que f(g(x)) = g(f(x)) = x, utilizando as propriedades:

log, a* = x (propriedade 3)

f(g(x))
g(f(x)) = a'°8a* = x (propriedade 4)

E comum gue se utilize os logaritmos de base 10 e de base e, base dos

logaritmos naturais.
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2.3 CONTEXTUALIZACAO EM FUNCOES EXPONENCIAIS

Antes de tratarmos das funcdes exponenciais propriamente ditas temos que

mencionar algumas definicdes que nos seréo uteis.

2.3.1 LOGARITMOS NATURAIS

. .. s g ~ 1 z ~ .
Seja H o ramo positivo do grafico da fungéo y = ~queea fungéo que associa
- L - 1 . ,
a cada numero real positivo x 0 numero y = —. Geometricamente H € 0 ramo da

hipérbole xy = 1, que esté contido no primeiro quadrante, entdo podemos dizer que

um ponto (x,y) pertence ao conjunto H se, e somente se, x>0exy = 1. Hé o0
subconjunto do plano constituido pelos pontos de forma (x%) onde x > 0 e pode

ser escrito por:

H = {(x,y):x > O,yZ%}

Geometricamente, representados na Figura 8, H € o conjunto de pontos reais

(x,y),comx>yex-y=1

FIGURA 8 — H representa o conjunto de pontos y = z

X

Fonte: Elaborada pela autora
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Uma faixa da hipérbole é obtida quando fixamos dois nimeros reais positivos
a e b, com a < b, e tomamos a regido do plano limitada pelas duas retas verticais
x=a e x =b, pelo eixo das abscissas, e pela hipérbole H, essa regidao pode ser
indicada pelo simbolo Hy. O logaritmo natural de um numero real positivo x natural
pode ser definido como sendo a area da faixa Hf, Inx ndo pode ser definido se

x < 0. Escrevendo em termos matematicos:
Inx = Area(HY)

Para x> 1 teremos Area(H}) = flx% dx, ou seja, Inx =log,x = ffi de

acordo com a figura 9:

FIGURA 9 — Inx = Area(H¥)

N R .
=

Fonte: Elaborada pela autora

Para 0 < x <1 teremos Area(H¥) = ff% dx = —log.(x) = —Inx, de acordo

com a figura 10:



26

FIGURA 10 — Area(Hf) = [}~ dx = —log.(x) = —Inx

Fonte: Elaborada pela autora

Quando x=1, H} representa um segmento de reta, entdo sua area é igual a

zero. Pode-se escrever:
In1=0
In(x) >0se x> 1;
In(x) <0se0<x<1.

O numero e que é a base dos logaritmos naturais é caracterizado pelo seu

logaritmo natural ser igual a 1, entdo, a area (Hf) = 1 escreve-se:

e

Area(H?) :f %dx = In(e) — In(1) = 1

1
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FIGURA 11 — Area do logaritmo natural.

3

-
i

Fonte: Elaborada pela autora

2.3.2 ONUMERO e

Podemos definir o nimero e como o Unico numero real positivo cujo logaritmo
natural é igual a 1, essa é a base do sistema de logaritmos naturais. Em simbolos

matematicos podemos escrever:
Inx=1eox=c¢

Imediatamente notamos que e > 1, visto que temos logaritmos negativos para

0S numeros reais positivos menores que 1.

Para as aplica¢des financeiras, geralmente usamos logaritmos naturais, que
séo logaritmos na base e, um nimero constante que é de aproximadamente 2,718.

Este niUmero, como m, se repete muitas vezes no trabalho dos matematicos.

2.4 FUNGCOES EXPONENCIAIS

A funcd@o exponencial com base a € definida por f(x) = a*, em que a > 0,

a # 1e x é qualquer nimero real.

Sejaa>0ea # 1, temos duas possibilidades:a >1ea < 1.
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Nos casos em que a > 1 a funcdo a* € sempre crescente, entdo se x; < x,

teremos sempre a** < a*2. Demonstragao:
Sendo a desigualdade: 1< a,(a>0), multiplicando 0os membros por a

obtemos:

a< a?

Repetindo a operagéo sucessivamente teremos o resultado:

a2 < a3 < e < an < an+1
. T 1
Do mesmo modo para o0s valores negativos do expoente: multiplicando por ~0s

membros da desigualdade 1 < a, temos:
§< 1, multiplicando novamente:

1

1
<-<le
a? a

1 1 1 _ _ _
—< —<-<l=ag3<a?<al<qgl..
a3 a? a

Resumindo, podemos escrever:
a—(n+1) < a—n < e < a—2 < a—1 < aO < a < a2 < e < an < an+1
Se a <1, a funcdo a* é sempre decrescente, ou seja, para x; < x, teremos

a*t > g*2. Demonstragao:

~ 1 ~
Se a <1, entdo teremos: 1 < ~e entdo podemos escrever:

Grom <Gy <) () <@ <3< <@

1\ - ~ .
Como (Z) P = gP pode-se usar a mesma demonstracao anterior:

a—(n+1) < a—n < e < a—2 < a—1 < aO < a < a2 < e < an < an+1

Funcbes exponenciais e logaritmicas séo inversas entre si. Em termos

simples, isto significa que uma expressao em forma exponencial pode ser convertida
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em um logaritmo alternando as entradas e saidas. Vamos comec¢ar com um exemplo

concreto. A fungao exponencial:
y = 10*

Considerando que a variavel x € a entrada e a saida é a variavel y. Para uma

entrada de x =2 obtemos uma saida de y =100.
100 = 102

Em um logaritmo de base 10, chamado de logaritmo comum, esses papéis

sdo invertidos. O logaritmo comum deve ter a entrada y =100 e saida x =2:
2 = 10g,((100)

Para logaritmos comuns, aqueles com base 10, a base sobre o logaritmo é

muitas vezes deixado de fora e escrito como:
2 = 1og(100)

Vamos comparar lado estas formas a lado:

100 = 102 2 = 10g,,(100)
Saida Entrada Saida Entrada

Os nameros sédo 0s mesmos, mas papel que desempenham é inverso.

2.5 PRINCIPAIS RESULTADOS

Podemos citar agora alguns exemplos de aplicagdo das fungdes logaritmicas e

exponenciais:
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2.5.1 GEOGRAFIA

Em uma determinada cidade, a taxa de crescimento populacional € de 3% ao
ano, aproximadamente. Em quantos anos a populacdo desta cidade ir4 dobrar, se a

taxa de crescimento continuar a mesma?

Populacdo do ano-base = P,
Populacdo ap6és um ano = P, -(1,03) = P,
Populagdo ap6s dois anos = P, - (1,03)2 = P,
Populagdo apdés x anos = Py - (1,03)* = Px
Vamos supor que a populagdo dobrard em relacdo ao ano-base apds x anos,
sendo assim, temos:
Px = 2-P,
Py - (1,03)* = 2- P,
1,03* = 2
Aplicando logaritmo:
log 1,03* = log2
x 10g 1,03 =log2
x0,0128 = 0,3010

__ 03010
x =
0,0128

x = 235

A populacao dobrard em aproximadamente 23,5 anos.

2.5.2 QuimicAa

Determine o tempo que leva para que 1000 g de certa substéancia radioativa,

que se desintegra a taxa de 2% ao ano, se reduza a 200 g. Utilize a seguinte
expressao: Q = Q, - e” ", em que Q é a massa da substancia, ré ataxaeté o

tempo em anos.

Utilizando a formula: Q = Q, - e

200 = 1000 - e~0.02¢



200 —
= e 0,02t
1000

§ = ¢7002t (gplicando defini¢ao)

~0,02t = log,:

-0,02t =log, 57t

-0,02t =-log,. 5

-0,02t =-In5 x(-1)

0,02t = In5

__ In5

0,02

__ 16094
0,02

t = 8047

Concluindo que a substancia levara 80,47 anos para se reduzir a 200 g.

2.5.3 MATEMATICA FINANCEIRA

31

Uma pessoa aplicou a importadncia de R$ 500,00 numa instituicdo bancaria

gue paga juros mensais de 3,5%, no regime de juros compostos. Quanto tempo

apods a aplicagcdo o montante sera de R$ 3 500,00?

Nos casos envolvendo a determinagdo do tempo e juros compostos, a

utilizagéo das técnicas de logaritmos é imprescindivel.

Férmula para o célculo dos juros compostos: M = C - (1 + i)t. De acordo

com a situagao problema, temos:
M (montante) = 3500

C (capital) = 500
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i (taxa) = 3,5% = 0,035
t="?
Utilizando a férmula: M = C - (1 + i)t
3500 = 500 - (1 + 0,035)t

3500 _ 4 035t
500

1,035t = 7
Aplicando logaritmo:
log1,035¢ = log7
t 10g1,035 =log7

£ 0,0149 = 0,8451

0,8451
0,0149

t = 56,7
O montante de R$ 3 500,00 sera originado apds 56 meses de aplicacao.

Nesse trabalho darei énfase a aplicacdo da fungdo exponencial e logaritmica
a matematica financeira, nesse caso pode-se calcular o tempo que um capital deve
ser aplicado a juros compostos para que ele gere determinado montante como no

exemplo citado.
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3  MATEMATICA FINANCEIRA

3.1 ELEMENTOS HISTORICOS DA MATEMATICA FINANCEIRA

A matematica financeira € um instrumento de estudo das formas de evolucéo
do dinheiro através do tempo nas aplicacdes financeiras, em empréstimos ou em
descontos, com ela temos instrumentos para analisar alternativas de aplicagcbes de
dinheiro ou pagamento de empréstimos. Historicamente, a matemética financeira
esta ligada ao desenvolvimento do comércio, quando perceberam que o capital tem

estreita relagdo com o tempo.

Inicialmente os homens viviam em pequenos grupos e retiravam da natureza
0 que precisavam para viver, e as trocas de produtos praticamente ndo existiam,
elas surgiram quando esses Qrupos comegaram a Se comunicar, entdo eles
trocavam os excedentes de produtos que tinham em seu estado natural, mas nao
havia valor definido para os produtos trocados, assim surgiu a primeira forma de

comércio: a troca direta de mercadorias ou escambo.

Houve, portanto a necessidade de um sistema relativamente estavel de
avaliacdes de equivaléncias, fundado num principio (vizinho daquele da
base de um sistema de numeracéo) dando a definicdo de algumas unidades
ou padrdes fixos. Nesse sistema € sempre possivel estimar tal ou qual
valor, ndo somente para as operacdes de carater econdmico, mas também
(e talvez, sobretudo) para a regulamentacdo de problemas juridicos
importantes como o preco da noiva, o preco do roubo ou o prego do sangue
(estimacdo de bens de consumo de uma “mulher a tomar”, do delito do
roubo ou do delito de golpes e ferimentos que tenham engendrado a morte
de um individuo). (Ifrah, 1997, p. 145)

Conforme as comunidades foram crescendo e se desenvolvendo, essas
trocas também ganharam volume e surgiram os problemas, pois ndo havia um valor
ou medida para os produtos que seriam permutados, dai despontou a necessidade
de se criar um sistema para avaliagdo de valores e equivaléncia entre eles. Foram
criadas unidades chamadas moeda-mercadoria, a primeira unidade foi o boi, mas
haviam outras, como colares de pérola, conchas, algodao, cacau, ceramica e o sal,

e vem dele a palavra salario que usamos atualmente, os produtos usados com
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padréo de valor eram produtos de uso cotidiano e de utilidade conhecida, cada

regido usava um produto de acordo com suas tradi¢cdes.

Mas nos tempos antigos a operagdo de escambo, longe de ser um ato
simples, devia ser, ao contrario, envolta de formalidades complexas, muito
provavelmente ligadas & mistica e as praticas magicas. E em todo caso o
gue revela a analise etnologica feita nas sociedades “primitivas”
contemporaneas, que se viu confirmar por um certo nimero de descobertas
arqueologicas. Pode-se, portanto, supor que nas culturas pastorais a idéia
de boi-padréo (moeda de sangue) sucedeu a ideia de “boi de sacrificio”, ela
mesma ligada ao valor intrinseco estimado do animal. (Ifrah, 1997, p. 146)

No Egito as trocas eram feitas por metais: cobre, bronze, ouro e prata, que
tinham seu valor determinado pelo peso. A moeda no sentido que conhecemos hoje
surgiu para uniformizar os mecanismos de trocas de valores quando esses metais
comecaram a serem fundidos em pequenas pegcas com tamanho e peso padréo e

tinham o selo de uma autoridade publica para certificar sua originalidade.

A invencdo desse sistema ideal de troca comercial, segundo a opinido da
maioria dos especialistas, foi atribuida a Grécia da Asia (ou Asia Menor) e a Lidia,
no século VIl antes da era cristd. Em razdo das mdltiplas vantagens que
comportava, seu uso teria se espalhado rapidamente por Grécia, Fenicia, Roma e

entre inUmeros outros povos, inclusive na China. (Ifrah, 1997, p. 152).

A criagdo da moeda como unidade de valor facilitou muito as transacdes
comerciais de produtos e servigcos, passando a ser possivel um sistema claro de
precos, e as pessoas puderam passar a optar por consumir imediatamente ou
poupar seus recursos para consumir no futuro, entdo a moeda funciona também

como reserva de valor.

O comercio foi se desenvolvendo inicialmente nas regides da Grécia, depois
no Império Romano em geral e posteriormente na Idade Média nas cidades estado
da Itélia que j& faziam transagdes com o Oriente. Do século XV em diante muitos
paises europeus também se desenvolveram nessa area como Holanda, Espanha,
Portugal e Inglaterra, nesse periodo houve grande progresso das navegacdes com a

descoberta do caminho para a india e para a América.
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Com o progresso das navegacbes cada pais tinha sua moeda propria e
existiam muitas moedas em circulagcdo e entdo surge uma nova atividade: a venda
do dinheiro, pois muitas pessoas se interessaram em estocar o maior valor em ouro

possivel, e algumas moedas tinha maior quantidade de ouro comparada as outras.

Neste momento surge a questdo que hoje chamamos de cambio: quanto
valeria cada moeda em relagdo as moedas dos outros paises? Esse quesito foi
resolvido definindo o valor da moeda de acordo com a quantidade de ouro o pais
possuia, o chamado padrdo ouro. Entdo surgem os cambistas, que acumulavam
moedas e as emprestavam por determinado tempo a quem precisasse e a eles eram
devolvidas a quantidade emprestada mais uma certa quantia combinada, o que hoje

chamamos de juros.

O juro era pago pelo usufruto do dinheiro recebido ou, mais -propriamente,
era a "compensacdo pelo temor" de quem dava dinheiro emprestado e
assim se expunha a um grande risco. Entretanto estes juros alcancaram,
em alguns casos, quantias incriveis: na antiga Roma os usuarios exigiam de
50 a 100 por cento e na Idade.Média, de 100 a 200 por cento, as vezes
mais, em relacdo direta com a necessidade do solicitante ou do montante
da soma. (Gongalves, 2007, p. 6)

A palavra banco no sentido que conhecemos hoje surgiu, pois esses
cambistas trabalhavam em espago publico sentados em um banco e comecaram a
serem chamados de banqueiros. Os primeiros bancos propriamente ditos foram
fundados por sacerdotes e posteriormente a igreja catdlica fundou o Banco do
Espirito Santo onde eram feitos empréstimos com juros, e, na ambicdo de
monopolizar essa atividade outras pessoas eram condenadas pela igreja se
quisessem e ousassem exerce-la. Mesmo com a desaprovagdo da igreja outros
bancos sugiram, pela prépria necessidade do comercio, principalmente na Itélia e

posteriormente na Europa ocidental.

A primeira forma de uso de papel moeda foi o cheque, que surgiu entre 0s
séculos XVI e XVII. Veremos na descricdo de Gongalves (2007, p. 6) a relagédo entre

a matematica financeira e o desenvolvimento dos bancos:
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O surgimento dos bancos estad diretamente ligado ao céalculo de juros
compostos e o uso da atematica Comercial e Financeira, de modo geral. Na
época em que 0 comércio comecgava a chegar ao auge, uma das atividades
do mercador foi também a do comércio de dinheiro: com o ouro e a prata.
Nos diversos paises eram cunhadas moedas de ouro e prata. (p. 4). Assim
os bancos foram um dos grandes propulsores praticos para o avanco da
Matematica Comercial e Financeira e da Economia durante os séculos X até
XV. Pois sem essa motivacdo para o aprimoramento dos célculos, talvez,
essa area de Matematica ndo estivesse tdo avancada nos dias atuais.
(Gongalves, 2007, p. 6)

NoOs podemos observar que conforme aconteceu a evolugdo dos sistemas
comerciais e mercantis cresceu a necessidade de calculos exatos de valores de
transagbes. Dessa necessidade foram escritos 0s primeiros textos sobre aritmética

na Europa antes do século XVII.

A mais antiga aritmética impressa € a andnima e hoje extremamente rara
“Aritmética de Treviso”, publicada em 1478 na cidade de Treviso. Trata-se
de uma aritmética amplamente comercial, dedicada a explicar a escrita dos
nameros, a efetuar calculos com eles e que contém aplicagdes envolvendo
sociedades e escambo. Como os "algoritmos" iniciais do século XIV, ela
também inclui questdes recreativas. Foi o primeiro livro de matematica a ser
impresso no mundo ocidental. (Gongalves, 2007, p. 7)

A partir desse escrito surgiram muitos outros que foram publicados e
influenciaram diretamente o desenvolvimento da matematica, percebemos assim
que a aritmética pode ser considerada a vanguarda dos célculos financeiros

utilizados atualmente.

No presente observamos as crises financeiras que atingem varios paises, a
matematica, em especial a matematica financeira vem sendo citada como
colaboradora no agravamento dessas crises, como matematicos sédo conhecidos na
induastria, tém sido responsabilizados por desenvolver e utilizar modelos que podem
ter causado o aprofundamento da crise financeira. No entanto, como Lo e Mueller
(2010) afirmam "Culpar modelos quantitativos para a crise parece particularmente
perverso, e semelhante a culpar aritmética e o sistema de numeros pela fraude
contébil." Ao longo da histéria, matemética e financas tém tido sempre uma relacao
estreita. A partir dos babildonios, por meio de Thales, e depois Fibonacci, Pascal,

Fermat, Bernoulli, Bachelier, Wiener, Kolmogorov, Ito, Markowitz, Black, Scholes,
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Merton e muitos outros fizeram grandes contribuicdes para o desenvolvimento da

matematica ao tentar resolver problemas financeiros.

3.2 ARELAGAO ENTRE A MATEMATICA FINANCEIRA E A FUNGAO
LOGARITMICA E EXPONENCIAL

A aplicabilidade da teoria dos logaritmos em outras areas do conhecimento,
visa agilizar céalculos, bem como ampliar conhecimentos em assuntos especificos.
Na matemética financeira o logaritmo tem sua aplicagdo no calculo de juros
compostos: por quanto tempo um capital deve ser aplicado a juros compostos para

gue gere um determinado montante.

Muitas das aplicagbes no mundo dos negdécios baseiam-se numa taxa de
crescimento ou de decaimento dada como uma porcentagem. Por exemplo, a taxa a
qual o valor de uma casa R$ 150000,00 aumenta pode ser dada como 2% ao ano. O

valor da casa t anos depois seria:
V(t) = 150000(1,02)¢

Outras quantidades irdo diminuir de acordo com uma porcentagem. Na
conclusdo de uma campanha de marketing, as vendas para um novo computador
sdo R$ 550000,00. As vendas diminuiram 5% por semana a partir desse ponto em

diante. As vendas t semanas depois podem ser representadas da seguinte maneira:

V(t) = 550000(0,95)¢

Cada uma dessas quantidades é modelada por uma funcéo exponencial na

forma:
fi&)=a@xn)

Onde a é o valor original da quantidade e r é a taxa em porcentagem por
periodo. O tempo deve corresponder as unidades de tempo sobre a variavel t. O
sinal de mais € usado quando a fun¢éo é uma funcdo exponencial crescente. O sinal

negativo é utilizado quando a quantidade esta diminuindo.



38

Existem outros exemplos do uso da matemética financeira com fungéo
logaritmica e exponencial. Economia e finangas estéo diretamente relacionados com
a inflagdo (aumento no preg¢o). Aumento no prego se comporta exatamente como
regido pela formula. O preco aumenta em determinado valor a cada periodo. Isto é
para a economia. Da mesma forma para financiamentos sempre que investir em
politicas de investimento convencionais, como depoésitos fixos, fundos de
previdéncia, investimentos em materiais valiosos seus aumentos de pregos Sao
como a taxa de inflacdo. Taxa de inflacdo é geralmente o valor que pode ser

expresso da melhor maneira usando a funcéo exponencial ou fungéo logaritmica.

3.3 EXEMPLOS PRATICOS DE APLICAO DE FUNCOES LOGARITMICAS E
EXPONENCIAIS A MATEMATICA FINANCEIRA

3.3.1 COMPRA E VENDA DE VEICULOS

Roberto pretende vender um veiculo por R$ 40000,00, o comprador disp6e de
R$ 5000,00 e este valor esté aplicado em um investimento que rende 28% em juros
compostos a cada dois anos. O carro de Roberto tem uma desvalorizagéo de 19% a
cada dois anos calculada sobre o valor do carro no periodo de dois anos
imediatamente anterior. Calcularemos o tempo minimo em que o comprador
possuird dinheiro bastante para comprar o veiculo. (Dados a serem utilizados:
log2 =0,30e log3 = 0,48)

Para iniciar esse calculo deveremos calcular o montante utilizando a
valorizagdo do dinheiro aplicado e a desvalorizagdo do carro, e posteriormente

verificar quando esses dois valores seréo iguais.

t t
5000. (1,28)z = 40000. (0,81)2

t
(1,28)5 _ 40000
0,81/ 5000

t
(1,28)5 g
081/
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Aplicando o logaritmo dos dois lados da igualdade:

t
| (1,28)E_| 8
%\os1) = '
Os dados que temos disponiveis sdo log2 e log3, entdo teremos que

desenvolver o raciocinio para chegarmos a esses valores:

1,28 128 27
=== e8= 23

081 81 34

Podemos entéo voltar a expressao:

Aplicando as propriedades do logaritmo:
log.(b*) =t-log, b
b
Iogaz = log, b — log, c

Teremos:

t
log(2)’ = log 23
og(37) =log

t
5 (log27 —log3*) = 3.log2

. 6log2
~ 7log2 —4log3

Usando as informag8es disponiveis:

6.0,3 18

t=703-4048 18 °

Entdo, podemos concluir que o comprador s6 podera adquirir o carro depois

de 10 anos.
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3.3.2 APLICACOES FINANCEIRAS

| - Um capital de R$ 18000,00 foi aplicado durante 15 meses em regime de
juros compostos, a remuneracao obtida foi de R$ 10043,40. Qual foi a taxa mensal

dessa aplicagao?
Para a resolucéo dessa questéo calcularemos 0 montante gerado:
M = C + ] = 18000 + 10043,40 = 28043,40

E entdo utilizaremos o modelo de montante para juros compostos para iniciar

o calculo da taxa que gerou a remuneragao no tempo de 15 meses:
M=C.(1+i)"
28043,40 = 18000. (1 + i)*®

28043,40
18000,00

=1+
1,558 = (1 + i)15
Usando o logaritmo neperiano em ambos os lados da equagéo:
In(1+i)*® =In1,558
In(1 +i)'> = 0,443402947
Aplicando a propriedade do logaritmo:
log.(b*) =t-log, b
15In(1 + i) = 0,443402947

0,443402947

In(1+i) = 15

In(1+ i) =0,02956
A base do logaritmo neperiano é o numero de Neper (e = 2,71828).

log. (1 + i) = 0,02956
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1+i= e0,02956
1+i=1,030001234
i =1,030001234 -1
i =003
i =3%

Portanto, a taxa que o capital de R$ 18000,00 foi aplicado por 15 meses foi de

aproximadamente 3% para render juros de R$ 10043,40.

Il - Vocé aplicou R$50000,00 a taxa de juro composto de 12% ao ano.

Quantos anos seréo necessarios para triplicar o valor?

Ao triplicar o valor aplicado de R$50000,00 o valor de resgate sera de 3 vezes
R$50000,00 = R$150000,00. Com este dado, é possivel chegar a solugcédo usando a

formula direta do prazo da operacao:
C
In|=
()
In(1+1i)

In (150000)
n= 50000
In(1+0,12)

_In(3)
" in(12)

_ 109086 _
"= 011333~ 7

Este resultado mostra que sdo necessarios 9,69 anos para triplicar o capital

inicial de R$50.000 aplicados a taxa de juro de 12% ao ano.
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Il - Se forem aplicados R$100000,00 pelo regime de capitalizacdo composta,
obtendo um resgate de R$123000,00 apdés 13 meses, qual a taxa de juro da

aplicacédo?
1
n

Cn
G\
: <Co>

1
_ /123000\13
L= (100000) -

i= (1,23)0076923 _ 1
i = 101605 -1 = 0,01605

Portanto, a taxa de juro da aplicacdo é de 1,605 % ao més.
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CONCLUSAO

A invengdo dos logaritmos foi de grande importancia para o avango da
tecnologia, o homem procurou desenvolver ferramentas matematicas que
propiciassem novos conhecimentos, dando mais rapidez aos célculos utilizados a
partir do século XVI, suas aplicacbes tomaram rumos diversos, expandindo, dessa

forma, suas areas de atuacéo.

Atualmente o uso de tabelas logaritmicas € inviavel, com o advento das
calculadoras eletronicas e dos computadores tais tabelas de tornaram obsoletas,
porem ndo podemos diminuir seu valor ao longo da construcdo da historia da
matematica. A tecnologia permite célculos com uma rapidez e precisdo nem

imaginada por Napier e seus contemporaneos.

Com o auxilio de funcdes logaritmicas e exponenciais podemos modelar ou
dimensionar varios fenbmenos que antes desses instrumentos mateméticos eram

incognitas para o conhecimento humano.

O objetivo do estudo foi explicar a relagdo entre a matematica financeira e as
funcdes logaritmicas e exponenciais, ao longo dos capitulos foram fornecidos
subsidios para que esse objetivo fosse alcancado. Abordamos as definicdes de
funcdes exponenciais e logaritmicas e justificativas para seu estudo, e através de

exemplos préaticos foram demonstradas algumas das aplicabilidades dessa teoria.

A aplicacao de funcdes logaritmicas e exponenciais a matematica financeira é
um importante instrumento de calculo em vérios topicos e facilitador de situacdes
cotidianas sem o qual muitos célculos seriam longos e complicados. Sendo assim a
importancia desses elementos matematicos deve ser ressaltada e levada a sala de

aula para que os alunos possam ter o conhecimento de sua tamanha utilidade.
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