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RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso, da Licenciatura em Matematica da
Universidade Federal de S&o Jodo del - Rel, apresenta as possibilidades de melhoria no
ensino/aprendizagem da Matematica utilizando software livre. Para o desenvolvimento
deste trabalho foi usado o software livre Winplot. Dentre os topicos abordados estdo:
tracado de funcbes usuais em 2D e em 3D; funcbes especiais (muito utilizadas em
limites, continuidade, integrais e transformacdes Lineares, onde o software Winplot se
destaca pelas possibilidades e funcionalidades por ele oferecidas. O trabalho inicia
abordando o uso do software no tracado de graficos de funcgdes, apresentando um breve
guia de utilizagdo do software. Além disso, o trabalho pretende apresentar formas de
melhorar a qualidade do ensino/aprendizagem da Matematica, através do uso do
ambiente computacional, que sendo corretamente aproveitado, ira servir de auxilio tanto
para 0s alunos como para os professores.

Palavras-chave: aprendizagem, ensino, transformacdes lineares, Winplot.



ABSTRACT

This undergraduate thesis for the Degree in Mathematics from the Federal
University of S&o Jodo del Rei presents ways to improve teaching/learning mathematics
through the use of open source software. Winplot, an open source software, was used
for the development of this paper. Among the topics found in this paper are: 2D and 3D
function plotting; special functions (heavily utilized in limits and continuity); Integrals
and Linear Transformations, where Winplot stands out because of its possibilities and
functionalities. It starts approaching the software to plot function graphs, presenting a
brief software utilization guide. It also presents ways to increase the quality of
teaching/learning mathematics through a computational environment, which will serve

as stimulation for students and teachers if applied correctly

Keywords: learning, linear transformations, teaching, Winplot.



SUMARIO

[N ERI0] 5160710 IS 8
1 TRACADO DE FUNCOES EM 2D ......oooveieeeeeieesee ettt 8

2 TRACADO DE FUNCOES EM 3D ..o esee e, 14
2.1 Funcdes explicitas bidimensioNals...........cccoiiiiiiineiniseee s 15
2.2 Fungdes Paramétricas bidimensionais............cccoieriiiinenciicic e 18
2.3 FUNGOes IMPIICitas €M 3D ..o s 19
2.4 Fungdes em coordenadas CiliNArICaS. ........cccoverieireniiiicieee s 21
2.5 Fungdes em coordenadas eSTEFICAS.........ccovuererieireneese s 23
2.0 CUNVS.....coueiiieiiet ettt b ettt b et e b et b e b b e 25

3 MAPEAMENTO DE TRANSFORMAC}()ES LINEARES.........ooie 26
3.1 CiSAINAMENTO......c.ciiiiiicie e 30
3.1.1 Cisalhamento paralelo ao eixo das absCissas..........cccccevevveieiieieeriesienn. 30
3.1.2 Cisalhamento paralelo ao eixo das ordenadas.............cccooveververeeiirsnenne. 33

KB B ] =1 = o= Lo ST 33
3.2.1 Dilatac@o horizontal ..o 34
3.2.2 Dilatag8o VErtiCal ...........ccvoveiieiiccceece e 35

BB REFIEXAD ... 36
3.3.1 Reflex80 HOFzZoNTal .........ccooiiiiiiee s 36
3.3.2 RefleX80 VEITICAl .......cccoeiiiieiii s 37
3.3.3 Reflex8o em relaGo & OFigem ... ..o 38

KR (o] - o7 [0 TP TR O PO P PO UURPPTPRPRPRON 39

4 RESOLUCAO DE EXERCICIOS DE MATEMATICA.......ccoooeveeeeeerereeerae, 40
4.1 Determinagao grafica de continuidade de fUNGOES ..........ccovvveiereiiieiiieins 40
4.2. 4.2 Determinacéo de integral definida..........ccccoveiiiiniiici e, 43

5 CONSIDERAGCOES FINAIS ..ot eeeveseese s s, 46

REFERENCIAS ..o e e ee et e et e e e et e e e s e s e eree s e s e enann 48



INTRODUCAO

Existem determinados topicos que sdo ensinados usando somente quadro e giz e
que geram duvidas para os alunos no seu melhor entendimento como, por exemplo,
aqueles que envolvem figuras em 3D ou movimentos, como sdo 0s casos de integrais e
transformacdes lineares.

Existem no mercado softwares livres que podem suprir essa deficiéncia, mas
muitos ndo tém conhecimento deles ou ndo sabem manuseé-los. Um desses softwares é
o0 Winplot, que pode auxiliar os alunos no entendimento da matéria como também os
professores na preparacdo de aulas e provas.

Este trabalho pretende dar uma nocédo bésica do uso do Winplot e sua aplicacdo
na resolucdo de exercicios de alguns tépicos de Matematica. Todas as imagens desse
trabalho foram elaboradas pelo autor.

A Metodologia consiste no estudo do uso do Winplot com o auxilio do meu
orientador; leitura em alguns livros de Matematica para rever os topicos envolvidos,
tracados de graficos e resolucdo de exercicios cujos resultados podem ser gravados em

arquivos.

1 TRACADO DE FUNCOES EM 2D

Neste primeiro capitulo sera abordado a construcdo de graficos em duas
dimens0es, utilizaremos o plano cartesiano, com 0s eixos x e y. Para executar essa
tarefa, € necessario que o software Winplot ja esteja corretamente instalado no
computador que sera usado para realizacdo das construcdes dos graficos. Esse
procedimento é bem simples, o software esta disponivel na internet, em sua pagina
oficial no enderego eletrénico. Feito o download é necessario apenas escolher a pasta

onde se quer descompactar 0 arquivo e ja estara pronto para 0 uso.

A interface do Winplot é bem simples, os controles s&o de facil entendimento.
Basicamente quando se inicia 0 Winplot aparece a janela principal. (Ver figura 1.1.)



- Winplot

Janela Ajuda

Figura 1.1

Para se iniciar a criacdo de um grafico 2D, comeg¢amos clicando no menu Janela.

Ao clicar nesta, aparecem algumas opgdes. (Ver figura 1.2.)

E Winplot

IJanEla ] Ajuda
2-dim F2
3-dim F3

Adivinhar

R e s

Figura 1.2

Selecionando a opgéo 2-dim, teremos a janela mostrada na figura 1.3.

] semnome2 — O s
Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

¥
44

3t

24

14

Figura 1.3
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Selecionamos a opcdo Equacéo para escolhnemos m dos 4 tipos de funcbes a

serem tragadas. (Ver figura 1.4.)

1. Explicita ... F1
2. Pararmétrica ... F2
3. Implicita ... F3
4. Polar .. F4
Figural.4

Definigdo: As fungdes explicitas sdo as mais comuns, e sdo da forma y = f(x),
X € R, onde f(x) é uma expressdo em X, que pode ser formada por constantes, funcdes ja

definidas previamente e a variavel x.
Por exemplo:
f(x)=x+2,xeR f(x) = sen(x), xe R

Para inserir uma funcdo desse tipo, basta escolher a opcdo Explicita, surgindo a

janela mostrada na figura 1.5.

y = fx) X
fixl = |
™ travar intervalo tarnar peniddica [
wmin |-5.00000

wmd |5.00000

ezpessura da linha |1 denzidade de plotagem |1
cor | ajuda | ok | cancelar |

Figura 1.5

Nesta Janela temos vérias opgdes:

e f(x): campo para inserir a expressdo da funcdo explicita desejada. (Ver figura
1.6.)

fix)= |

Figura 1.6
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Travar intervalo: para restringir o dominio de visualizagdo do gréfico da

funcdo f(x) no intervalo (uso opcional), mostrado na figura 1.6.

| travar intervalo

Figura 1.7

Tornar periodica: o programa assume que a funcdo é periodica fora do

intervalo definido, repetindo a mesma (uso opcional), mostrado na figura 1.8.

tornar penddica |

Figura 1.8

X min: minimo do intervalo da funcdo f(x) (uso opcional), indicado na figura 1.9.

amin |-5.00000

Figura 1.9

X max: o x maximo do intervalo da funcdo (uso opcional). Mostrado na figura
1.10.

% max |5.00000

Figura 1.10

Espessura da linha: define grossura da linha da curva. (Ver figura 1.11.)
gzpeszUra da linha |1

Figura 1.11

Densidade de plotagem: ao aumentar a densidade dos pontos a velocidade de
desenho do grafico diminui, mas pode ser util para se¢des irregulares. (Ver
figura 1.12.)

denzidade de plotagem |'I

Figura 1.12
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e Cor: serve para escolher uma das cores para o tracado de curvas. (Ver figura
1.13)

cor

Figura 1.13

Vamos construir o gréfico de uma fungéo do 1° grau:
fxX)=x+2,xeNR
Para isso seguimos 0s passos:
Janela—2-dim—Equacdo—1. Explicita
No campo f(x), inserir a expresséo:
x+2
Feito isso, e clicando em OK, aparecera na tela o grafico da curva definida, que
pode ser visto na figura 1.14.

I semnomet - O X

Arquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

v

-3+

Figura 1.14

Ao lado do gréafico aparecera a janela inventario. (Ver figura 1.15.)
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< >

editar ‘ apagar | dupl | Copiar | tabela | familia |

arafico ‘ equagao ‘ nome | derivar | weh | fechar |
Figura 1.15

Essa janela permite que vocé inspecione e edite exemplos existentes e
faca outras modificacOes e construgdes. Para selecionar um item clique no botéo
desejado.

Editar: este botdo abre a caixa de dialogo que é usada para editar a
funcéo inserida.

Apagar: exclui a fungdo

Duplicar: cria uma copia da funcéo original.

Copiar: copia a funcdo atual que pode ser colada num editor de texto na
formay = f(x).

Tabela: abre uma janela de texto que mostra valores da fungéo
selecionada, como apontado na figura 1.16.

Arquive Edigdo Pardmetros  Secio  Ajuda  Fechar

x ¥
-5.00000 -3.00000
—4.80000 -2.80000
—-4.60000 -2.60000
-4.40000 -2.40000
-4.20000 -2.20000

-4.00000 -2.00000
-3.80000 -1.80000
-3.60000 -1.60000
-3.40000 -1.40000
-3.20000 -1.20000
-3.00000 -1.00000
-2.80000 -0.80000
2.60000 -0.60000
2.40000 -0.40000
2.20000 -0.20000
2.00000 0.00000
-80000 0.20000
- 60000 0.40000

1
1

Figura 1.16
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Familia: clique para converter o exemplo em uma familia de curvas (ou
pontos). Para isto funcionar, o exemplo deve ser definido por uma equagéo que
tem um parametro extra. Por exemplo, f(x) = ax + b define uma fungéo afim
que depende de dois parametros a e b. Cada um desses pardmetros pode ser
usado para criar uma familia de curvas.

Gréfico: Cligque para mostrar/ocultar, na janela principal, o grafico da
entrada selecionada;

Equacdo: clique para mostrar a fun¢do na janela do grafico. Clicando
uma segunda vez para remover a funcédo da janela.

Nome: permite preceder a entrada por uma pequena descricao.

Derivar: clique para calcular a derivada de um item selecionado.

Web: traga um diagrama em rede valor inicial pode ser animado,

associando-0 a um dos parametros A, B, ..., W da lista do menu Animacao.

2 TRACADO DE FUNCOES EM 3D

Os gréficos em tridimensionais séo tragados a partir da janela 3-dim, veja na

figura 2.1.

f}—.‘: Winplot

Janela Ajuda
2-dim k2
3-dim F3
Adwinha\
Mapeador >
Ol e e

Figura 2.1

Ao escolher essa opc¢do, obtemos a janela mostrada na figura 2.2.
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E Winplot

Janela  Ajuda

I semnomet - ] X
Arquivo | Equagdo  Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros

1. Explicita ... F1
2, Paramétrica ... F2
3. Implicita ... E3)
4, Cilindrica ... F4
5. Esférica ... F5

Curva ...
Intrinseca ...

Tubo ...

Ponto »
Segmento ...

Plano ...
Recursiva ...
Diferencial ...

Inventdrio ... Ctrl+]

Tamanho do inventario ... b
Biblioteca ...

Definir fungdo ...

Esconder/maostrar tudo »

Ajuda

Figura 2.2

Nesse menu, assim como no grafico bidimensional, temos varias opgbes de

entrada de fungdes, veremos a seguir algumas formas de utilizagdo de cada uma.

2.1 Fungoes explicitas bidimensionais
Definicdo: Uma funcdo explicita em 2D é aquela da forma z = f(x,y), com
X, ¥ € R, onde f(x, y) € uma expressdo em X e y, que pode ser formada por constantes,

funcdes ja definidas previamente e as variaveis x e y.

Para usar essa funcdo seguimos o caminho Equacdo — Explicita. E exibida
entdo a caixa de didlogo, mostrada na figura 2.3.
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% maw|3.14159

divizdes |36 pontoz plotadoz | 150

ymin |-2.14153
v x| 314159

divizles |35 pontos plotados (150
Cor ezpessura dalinha |1

| especto

v d ho rapid
ezenho rapido ™ gade oot
| sombrear cori cof 2

ak, cancelar | ajuda |

Figura 2.3

Nessa caixa de dialogo que se abre podemos inserir a funcdo explicita mostrada

na figura 2.4.

Figura 2.4

Para definir o dominio retangular do grafico, usam-se os campos que definem os
valores minimos e méaximos de x e y, além disso, podemos definir o namero de divisdes

e 0 nimero de pontos plotados. O padrdo é o que aparece na figura 2.5.

« mir |-3.14158
« méw | 314159

diviztes |35 pontoz plotados |1 RO

wmin |-3.14153
wmds| 314159

divisBes |3I3 pontos plotados |1 RO

Figura 2.5

Todos esses valores podem ser plotados conforme a necessidade de visualizagéo,

uma das possibilidades que temos, € a possibilidade de diminuir a quantidade de pontos
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e divisBes para tracar um grafico de maneira mais simples e rapida, isto ¢, com menos

qualidade, mas com uma constru¢do mais rapida.

Uma visualizagdo rapida da superficie pode ser obtida, clicando na opc¢éo
desenho réapido e podemos também mudar visualizagdo mais suave, com 0
preenchimento das grades com tons da cor escolhida, que variam de acordo com a
altura, vindos dos pontos mais inferiores (escuros) para 0s mais superiores (claros).

Essas opg0es estdo mostradas na figura 2.6.

cor expessura da linha |1

.. I espectro
Iv dezenho rapido
W grade  cor

v zombrear  corl cor 2 |
ok, | u:anu:elar| ajuda |

Figura 2.6

Veja o tracado da funcdo f(x,y) = x? —y?, x e R, o grafico dessa funcéo

assemelha-se a uma sela de cavalo, na figura 2.7.

Z = XX-yy

il
i
j
YT
i

rﬂrm‘:y
i
it

Figura 2.7
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As teclas Page Up e Page Down, funcionam como teclas de zoom aumentando
e diminuindo o tamanho do gréfico. As setas direcionais giram o grafico em torno dos

eixos

2.2 Fungoes Paramétricas bidimensionais

Defini¢Bes: Sejam um intervalo | cR e fungbes continuas x(t) e y(t) definidas em 1.
1) Dizemos que a funcéo

I— R
t— (z(t) ¥ (L))

é uma curva parametrizada.

2) O conjunto C = {(x(t), y(t)); t € I} (imagem da funcéo L) é uma curva.

=(t)

tel
yit)

3) As equacbes

S80 equacBes paramétricas da curva C. Dizemos também que essas equacBes parametrizam
acurva C.

O pardmetro t pode ser interpretado como tempo e (x(t), y(t)) nos d& a posicdo de um ponto no
instante t, que se desloca no plano XOY. A curva Cé a trajetéria descrita pelo ponto.
Assim como é possivel fazer um percurso de varias maneiras (mais rapida ou mais devagar, num
sentido ou no outro, etc.) uma dada curva pode ter varias equacdes paramétricas. (SOARES, E. P.

2008)

Selecionamos a op¢do Equacao, e em seguida Paramétricas. Mostradas na figura 2.8.

= |sin[u]c:03[t]
y= |$in[u]sin[t]
z= |-:c|$[u]
t min [0.00000 divisBes [368
trndw |5.28319 pontos 150
umin [0.00000 divisBes [38
U max |3.1 4159 pontos W

cor ezpessura da linha |q
v desenborapido [ espectro [ grade

I zombrear corl | n::Dr2| cor |

ok, | cancelar | ajuda |

Figura 2.8
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Nessa janela temos as caixas de entrada para as variaveis X, y, € z. Nela séo

digitadas as fungdes com pardmetros t e u, sendo t, u € R, exemplo:

x = f(t,u)
y=g(tu
z = h(t,u)

Nessa caixa de dialogo também se define a variacdo desses parametros.

Veja o exemplo dessas funcdes, comuet € R:

x = sen (u) cos (t)
y = sen (u) sen (t)

z = cos (u)

E o resultado € mostrado na figura 2.9.

,’ﬁ?’faﬂ"’ﬂﬂ = %
ARSI,
RS
N PTG
I AT AT T AN
NS T e
N e e o O 9810 %
SN N e O 08
NN A
A A - A
NSSSESE=m2sy
R e i e e
LR T
N e e e 4
NS
Figura 2.9

As opcbes de cor, zoom e posicdo seguem o mesmo padrdo das funcbes

explicitas.

2.3 Fungdes implicitas em 3D

Definicdo: Uma representacdo implicita de uma superficie no plano xyz é dada
por uma equacdo em X, y e z da forma f(x, y, z) = 0.

Seja tracar o grafico da fungdo implicita x? + y* + z* = 1.

Selecionamos a op¢do Equacéo e em seguida selecionamos a opgdo Implicita,

aparecera a caixa de didlogo mostrada na figura 2.10.
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|HA2+yA2+2A2=1
cor ezpessura da linha |1

ak. | cancelar| ajuda |

Figura 2.10

Na primeira caixa digitamos a equagdo X2 + y~2 + x"2 = 1, se desejar, pode-se

escolher a cor e a espessura da curva e, por fim, clicar em ok.

Com essa acdo, ira a surgir a caixa dimensdes do box, como mostrado na figura
2.11.

dimensdes do box oo

<% <|2.10000
|-2.10000 < y<|2.10000
|-2.10000 < 24|2.10000

[ travar posicSo Iv clip trajetdnas

ak, | cancelar |

Figura 2.11

Nessa caixa sdo definido os valores minimos e maximos de cada variavel x, y e
z. Apos isso, clicando em ok, temos a janela curvas de nivel exibida, nessa janela
temos o botdo niveis, clicando nesse botdo, vamos definir a quantidade de niveis que
serdo exibidos, note que se ndo for executado esse passo o grafico fica em branco.
Definidos os niveis para cada variavel, temos que clicar em auto para efetivamente criar

o nivel, por altimo clicar em manter mudancas. (Ver figura 2.12.)



curvas de nivel [x"2+y"2+z42=1]

15 walores denivel para © x © p e 3

min |'2-1':'D':IEI nivel previo

corr |-2.10000

méx [2.10000 pro hivel
cor ‘ buzcar nivel | auto |

[-0.31437,-0.30194,0.90000z curva de niges
(061288051417 0.60000z curva de niv
[-0.55655,-0.7747E,0.30000z curva de nis

[0.89572.-0.32815,-0.30000z curva de nis
M 791472 .0 11RFR N ROANTz corea de i
< >

Vel GO | vl tu:udas| del um | del todas|

manter mudangas | descartar mudanu;as|

Figura 2.12

Veja o tracado grafico mostrado na figura 2.13.

Figura 2.13

2.4 Func¢bes em coordenadas cilindricas

21

Definicdo: Segundo Willian G. McCallum (1997, p.143), “As coordenadas
cilindricas de um ponto (X, y, z) no espaco 3D séo obtidas representando as coordenadas

X e y em coordenadas polares e deixando a coordenada z ser a coordenada z do plano

cartesiano de coordenadas.”
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Para se definir funcdes em coordenadas cilindricas, usamos a op¢do Equacéo e

em seguida a opgdo Cilindrica, sendo exibida uma caixa de didlogo. (Ver figura 2.14.)

rmin |0.00000
rméx [1.20000
divizties I? pontos platados W
trnin |0.00000
tméx |5.23319

divizfies |?|:| pontos platados | 150
cor ezpessura da linha |1

[ espectro

v desenho rdpido
[ grade  cor

[ zombrear  cor car 2
ak. | u:an-:elar| ajuda |

Figura 2.14

r3cos(3t)

Como exemplo, foi inserida a equacdo Zz =
P quac (1+7%)

, onde t é o angulo polar

(geralmente representado pela letra grega ©; em radianos). Nesse exemplo esta sendo
usada uma cor na parte superior e uma cor diferente parte inferior e foi feita uma

rotacdo no desenho por meio das teclas de setas. O resultado é mostrado na figura 2.15.

\\\\\\\\
= \\\\
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Figura 2.15
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2.5 Fung¢des em coordenadas esféricas
Definigéo:

Considere agora r = d(O, P), ¢ o angulo que o vetor OP faz com o semi-eixo positivo OZ,
¢ € [0, n], e 6 0 dngulo que o vetor OP’ faz com 0 semi-eixo positivo OX. (Ver figura 2.16.)

Z

g
==

X 2

Figura 2.16

Dizemos que (r, 8, ¢) s8o as coordenadas esféricas do ponto P.
Como r =d(O, P), temos:
Z=rCoS @ e p=d(O,P’)=rsen .

Logo,
X=pCOSB=rsencosO e y=pSen o =rsen ¢ seno.

Ou seja, Se (r, B, ) sdo as coordenadas esféricas do ponto P, entdo as suas coordenadas
cartesianas (x, y, z) sdo dadas por:

X = rsen¢coso
y = rsengsen®d
Z = rcose

(FRESEL, K., 2008)

Para se usar esse tipo de fungéo clicar em Equacéo e em seguida na opgédo Esfeérica,

que resulta na caixa de dialogo mostrada na figura 2.17.
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r= |1.0+0.25zin(3u]

tmin |0.00000 divisBes |36
b mas |E.2831E| pontos W
u min |0.00000 divisBes Iﬁ
U mas |3.14'I 53 pohtos W

o ezpezsua dalinha |1

v dezenhorapido [ espectra [ grade

[ zombrear  cord | cor 2 | car |
ak. | cancelar | ajuda |
Figura 2.17

Nesse tipo de tracado a entrada € uma funcdo do tipo f(x,y) = f(t,u), nesse

exemplo foi inserida a funcdo, r = 1 + 0,25 * sen(3u), tendo como resultado a figura

2.18.
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Figura 2.18

As alteracdes de cores seguem o mesmo padrdo das funcGes explicitas onde se

define: cor da grade, espectro de cores, cor da parte superior e da parte inferior.
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2.6 Curvas

Podemos tracar graficos de uma curva parametricamente, usando a opcao

Equacéo e depois a op¢do Curva, que exibe a caixa mostrada na figura 2.19.

W= |n:|:u$[?t]

= |sin(7t]

Z= |t

kit IEII:Ii

b |2|:u7 tragar W

[ colocar setaemt =|

tamanho da zeta IT
cor ezpessura da linha |1—
ak | cancelar | ajuda |
Figura 2.19

Nesse exemplo foi inserido os valores parax,y ez, ondex,y,tez e R

x = cos (7t)
y = sen (7t)
z =1t

Tendo como resultado o grafico mostrado na figura 2.20:

Figura 2.20
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3 MAPEAMENTO DE TRANSFORMAC()ES LINEARES
As transformacfes lineares podem ser chamadas de funcdes, tendo sua
representacdo no plano, elas possuem dominios e contradominios e o plano € o ‘R2.
Podemos visualizar essas transformacdes através da representacdo de uma figura
geométrica no plano e sua movimentagdo nesse plano. O Winplot permite essa
visualizacdo, podemos através dele visualizar as transformagdes de cisalhamento,

dilatagéo, rotacéo e reflexao.
Para essas visualizagOes, utilizaremos a fungéo:
T(x,y) = (ax + by, cx + dy)

Essa funcdo representa um vetor no plano que pode ser transformado através do

produto matricial conforme as matrizes abaixo

A R M

Para realizar as transformacdes precisamos alterar o valor dos coeficientes a, b, c

e d. Usaremos para isso 0 Winplot e a ferramenta Mapeador.

Abrindo o Winplot, clicar, respectivamente nas opcdes: Janela, Mapeador e
Plano xy. (Ver figura 3.1.)

'J"_"".JWianDt

Janela  Ajuda
2-dim F2
3-dimn F3
Adivinhar
Mapeador ¥ Plano xy
Planetas Plano z

+  Mostrar arquivos recentes 1 (legx,y)
Abrir o dltime arquivo 2 (x,logy)

~  Usar padrio 3 (legx, logy)

Sair

Figura 3.1



Executando a sequéncia acima serdo abertas duas janelas,

Contradominio, como mostrado na figura 3.2.
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Dominio e

J_J dominiol2 — O * contrademinic [deminiol2]
Arquive  Fungdo Equagdc Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros Arquive  Ver Mouse Outros
Figura 3.2

Na janela dominio serd exibida a funcdo e na janela do contradominio a

transformacéo da funcéo. Para visualizar as transformagdes, vamos primeiro criar uma

figura, para auxiliar na visualizacdo das transformacgfes. Comecamos pela sequéncia de

opcOes: Equactes depois Segmentos e em seguida (X, y)....(\Ver figura 3.3.)

_LJ Winplot

Janela Ajuda

_LJ dominiol

Arquive

Qutras

Fungdo Equacdo Ver Mouse Um  Dois  Anim

1. Explicita ... F1
2. Paramétrica ... F2
3. Implicita ...

4. Polar ...

Ponto

Segmento
Reta ...

Recursiva ...
Diferencial
Polinomial ...

Séries ...

Inventario ...

Tamanho do inventaric ..
Biblioteca ...

Definir fungao ..

Ocultar/mostrar tudo

Ajuda

Figura 3.3
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Ap0s usar esse comando temos entdo a caixa de dialogo onde vamos inserir
valores para cada segmento da figura auxiliar, como mostrado na figura 3.4.

ezpeszura da linha IE cor |

potos r
i* siido  pontilhado © hacejado
setas i % pephum O pl O p2 O ambas

tamanho da seta [pixels) |'| a

cancelar ajuda

Figura 3.4

Neste caso, para construir a figura indicamos o inicio e o fim de cada segmento
assim como sua espessura e cor. No nosso caso foi usada a espessura 6, cores diferentes
para facilitar a identificacdo dos segmentos e 4 segmentos, como pode ser visto no

inventario especificado na figura 3.5.

nwentdrio [Exemplo

segmento (0,3)--(0,0)

segmento (3,0)--{(3,3)

zegmento (0,0)——(3,0)

segmento (0,3)-——(3,3)

L4 >
editar apagar | dupl Copiar tabela farmilia
qréfico || equagio | home derivar ativar fechar

Figura 3.5
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E interessante também exibir os eixos tanto na janela dominio como na janela
contradominio, para sdo usadas as op¢des Ver e Eixos, nas duas janelas. (Ver figura
3.6.)

o Ver Mouse Um  Dois Anim

Ver ... Ctrl+V

Zoom
— Maover

lanela anterior Ctrl+L

Ajustar grade Horne

Eixos Ctri+E
J— Ajuda Ctrl+G

Figura 3.6

As caracteristicas usadas da figura séo:
Espessura da linha foi 6.

Segmento (0, 0) — (0, 3) Cor azul.
Segmento (0, 0) — (3, 0) Cor vermelha.
Segmento (3, 0) — (3, 3) Cor amarela.
Segmento (0, 3) — (3, 3) Cor verde.

Com isso, a janela do Winplot com o desenho feito, é mostrada na figura 3.7.

f4] Exernplo 1 — O > contrademinio [Exemple 1]
Arquive Fungdo Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros Arquive Wer Mouse Outros

Y] ¥

Figura 3.7
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3.1 Cisalhamento
Definicdo: Cisalhamento é uma transformacdo que distorce o objeto,
transformando retdngulos e quadrados em paralelogramos, temos dois tipos de

cisalhamentos o horizontal (paralelo as abscissas) e o vertical (paralelo as ordenadas).

3.1.1 Cisalhamento paralelo ao eixo das abscissas
Usando o quadrado como referéncia, a figura mantém a base, mas a parte
superior € distorcida, como um paralelogramo, alteram-se os angulos, mas a area €

mantida.

Esse efeito é conseguido a partir de uma matriz

oy |

Neste caso a variavel c, é o fator de cisalhamento.
Proximo passo é fazer o produto matricial:
o i-Bl=lorxiis)
y
Que resultara na forma algébrica
Txy)=(x+c*y,y)
Essa funcdo para ser inserida no Winplot terd que ser separada em:
Ukx,y)=x+cxx e V(xy) =y

Para isso usaremos as opc¢des Funcdo e Nova que ficam na janela dominio, com

isso serd mostrada a caixa apontada na figura 3.8.

beyl==> (Ul y) Vixy)) oy
Ufxy) = B
Wyl = |aey
ak, cancelar

Figura 3.8
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Fazendo as modificacdes, para 0 exemplo em questdo, temos a caixa de dialogo

mostrada na figura 3.9.

%) === L% ) WX ) :J'{
Ufsyl = Jx+ ey
Vsl = |y
ak. | carcelar
Figura 3.9

Pra visualizar o efeito de cisalhamento, temos que usar 0 menu Anim e a opcao

Parametros A-W, sendo exibida a caixa de dialogo mostrada na figura 3.10.

|&  +||0.00000
K _ Ll

def L | auto revl auto -:|'|:I| def B |

[T automostrar |23 zglides fechar |

Figura 3.10

Nela vamos escolher a letra ¢, que representard o fator de cisalhamento. (Ver

figura 3.11.)

valor corrente de & [Exemplo 1]

A | |000000
g = ol
0 auta rew | auto cicl | def R |
E W

autormoztrar |23 zhdes fechar |

Figura 3.11
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Pode-se variar o fator de cisalhamento movendo-se as setas, para a esquerda ou

para a direita, como mostra a figura 3.12.

alor corrente de C [Exemplo 1]

|c ~]|0ooooo

™ | _ ;
def L | autu:urevl autu:n:iu:ll def B |

[T automostrar |23 zglides fechar |

Figura 3.12

Na janela, mostrada na figura 3.13, o fator de cisalhamento € igual a 0,4.

valor corrente de C [Exemplo 1]

[ ~] [0.40000
- = 2

def L | autu:urevl ALk u:iu:ll def B |

[ automostrar |23 zhdes fechar |

Figura 3.13

A representacdo gréafica para ¢ = 0,4 é mostrada na figura 3.14.

i mento Horizonta - O X contradominio [Cisalhamento Horizontal]
: [/ [/ /)] ]
3 [T 1T
e [ ] /
1 [y )

, [/ ] -

) STV

Figura 3.14
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3.1.2 Cisalhamento paralelo ao eixo das ordenadas
Mesmo tipo de efeito do cisalhamento horizontal, mas mantém fixo a lateral que

toca o eixo y. A forma algébrica seré:
T, y)=(x ,cxx+ y)
Essa funcéo para ser inserida no Winplot tera que ser separada em:
Ulx,y) = x
Vix,y)=cxx+y

A representacdo para ¢ = 0,4 é mostrada na figura 3.15.

J_J amento Vertica - O X contrademinio [Cisalhamento Vertical]
Arquive Fungdc Equagde Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros Arquive  Ver Mouse Outros
¥ ’,y"‘/
.// /
4 ////;ﬁ/
/
3 ] // >l | =
L~ // L /-'/
2 //// //// =
) | T L] = |
, ,X // / x
6 5 -4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 ] L]
. //////////
| // |1 ///
3 |1
/,/ L1 /"/ //
—4 ///,/ //
Figura 3.15

3.2 Dilatacao

Definico: A aplicacdo T:R>=*R? definida por T(u)=mu, onde u = (x, y) e m e R, é linear. Se
m>0, tal aplicacdo é dita expansdo uniforme.

m=0

:"r

Figura 3.16



34

A funcdo T(u) = mu leva cada vetor do plano sobre um outro vetor de mesmo sentido e mesma
dire¢do de u, porém de modo maior. (GONCALVES. C. S., 2006)

A dilatagcdo envolve o aumento da figura no sentido vertical, mantendo o
tamanho no sentido horizontal ou o contrario, aumento da figura no sentido horizontal,
mantendo os tamanho no sentido vertical, a figura fica esticada num determinado

sentido dos eixos x ou y. Quando m < 0 temos a contrag&o.

3.2.1 Dilatacao horizontal

Definicdo: dilatacdo horizontal acontece quando ha um aumento da figura no
sentido do eixo das abscissas, mantendo constante o valor no sentido das ordenadas.
Usando a mesma figura do cisalhamento, vamos alterar a matriz inicial, alternando o

produto matricial.
A forma algébrica sera:
T(x,y)=(dx*x,y)
Essa funcdo, para ser inserida no Winplot tera, que ser separada em:
Ulx,y)=dxx e V(xy)=y

A transformacdo em questdo, para d = 1,6, € mostrada na figura 3.17.

Arquive Fungdo Equagde Ver Mouse Um Dois  Anim  Outros Arquive Ver Mouse Outros
Sy -
4
3
72
1
X x
f f
T
- -5 4 -3 -2 -1 1 & 3 4 5 6
-1
=
-3
4
Figura 3.17

Nesse exemplo, para d = 1 a figura permanece a mesma, para d > 1 ocorre a dilatacdo

(alargamento da figura) e para d < 1 ocorre a contragao (estreitamento da figura).
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3.2.2 Dilatacao vertical
Definicéo: dilatacdo vertical ocorre quando ha um aumento da figura no sentido

do eixo das ordenadas, mantendo constante o valor no sentido das abscissas.

Usando a mesma figura como referéncia, vamos alterar a matriz inicial,

alternando o produto matricial.
A forma algébrica seré:
T(x,y) = (x,d*y)
Essa funcdo, para ser inserida no Winplot, terd que ser separada em:
Ulx,y)=x e V(x,y)=d=xy

Como esté sendo usada a varidvel d, poderia ser deixada a funcdo anterior mas,
por opcdo, podemos apagar a fungdo existente, usando a ferramenta Inventario. A
proxima etapa é incluir a nova fun¢do, comando Fungdo —Nova, aparecendo a caixa de

dialogo mostrada na figura 3.18.

Uy = |
W] = |y
ak, | cancelar |

Figura 3.18

Alterando o valor de d para 1,6, como mostrado na figura 3.19.

valor corrente de D [Dilatagdo Vertical]

~ | |1.50000
[ _ L+

def L | autnre'-.-'| autn:n:in:l| def A

| automostrar |23 slides fechar

Figura 3.19
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A representacdo da transformacdo em questao é mostrada na figura 3.20:

J_J: atagdo Vertica — O =
Arquive Fungdc Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros Arquive Ver Mouse Outros
¥ ¥
3
a2
1
X x
T
= -4 3 = =L 1 2 3 4 5
=1l
—2
=2
4
Figura 3.20
3.3 Reflexao

Definicdo: A reflex&o linear ocorre em torno de um dos eixos do plano
cartesiano, a partir de uma figura no plano, a transformacéo faz corresponder cada ponto
P do plano num ponto P’ simétrico a P em relagdo ao eixo. Pode ser vertical e

horizontal.

3.3.1 Reflexdo Horizontal

Definicdo: é aguela onde a simetria é em relacéo ao eixo das abscissas.
A forma algébrica sera:
T(x,y) = (x,-y)
Essa funcdo para ser inserida no Winplot terd que ser separada em:
Ux,y)=x e Vix,y)= -y

O resultado dessa transformag&o é mostrado na figura 3.21.



37

_LJ Reflexdo Herizonta — [} s contrademinio [Reflexdo Horizontal]
Arquive Fungdc Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros Arquive  Ver Mouse  Qutros
¥ ¥

4

3

2

1

X x
T
-5 -4 3 -2 - 1 2 3 4 3

-1

-2

—3

4

Figura 3.21

Observe que a mesma figura que estava no primeiro quadrante é refletida

simetricamente para o quarto quadrante, tendo como eixo de simetria 0 eixo X.

3.3.2 Reflexao vertical
Definicdo: é aquela onde a simetria € em relagdo ao eixo das ordenadas.

A forma algébrica consiste em:
T(x,y) =(=x,y)
Essa funcéo, para ser inserida no Winplot, tera que ser separada em:
Ux,y)=-x e Vy) =y

A representacdo dessa transformacdo é mostrada na figura 3.22.



38

J_J Reflexdo Vertica — O * contradominio [Reflexio Vertical]
Arquive Fungdo Equagde Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros Arquive  Ver Mouse Outros
¥ ¥
3
2
1
-3 -4 3 -2 -1 1 & 3I 4 5
-
-2
=2
4
Figura 3.22
3.3.3 Reflexdao em relagdo a origem
Definicao: é aquela onde a simetria é em relacéo ao ponto (0, 0).
A forma algébrica seré:
T(x,y) = (=x,=y)
Essa funcdo para ser inserida no Winplot terd que ser separada em:
Uxy)=—-x e V(ny)= -y
A transformacdo de reflexdo em relacdo a origem é mostrada na figura 3.23.
_LJ Reflexdo Origem - O X contradominio [Reflexdo Origemn)]
Arquive Fungdc Equagde Ver Mouse Um  Dois Anim  Outros Arquive Ver Mouse Cutros
¥ ¥
4
3
2
1
= -4 3 S22 1 2 é 4 5
-1
2
-3
4

Figura 3.23
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3.4 Rotacao
Definicdo: uma rotacdo é uma transformagdo geométrica de um sistema de
coordenadas. Uma rotacdo no plano consiste numa rotagdo de figuras do plano, de um

angulo 6, em torno da origem do sistema de coordenadas.
Na rotacdo horaria, a forma algébrica do produto matricial sera:
T(x,y) = (cos@ xx +senB xy,—senf *x + cos 0 xy)

A transformacdo neste caso ocorre em relagdo a origem, a figura gira em torno

do ponto (0,0), a matriz que gera essa rotagao é:

_ [cos 0 senf
sen@ cos@

Neste caso temos duas possibilidades a rotacdo horaria e a anti-horéria, em

ambos o0s casos temos que fazer pequenas mudangas na nossa matriz.

Para inserir essa funcdo no Winplot, a letra b representara o angulo 6, que sera o

parametro para fazer a rotacdo, depois de alterada e separada, a transformacéao ficara

assim:
U(x,y) = cos(b) xx +sin(b)*y e V(x,y) = —sin(b) *x + cos(b) *y
Usando b = 0,6 teremos a representacdo mostrada na figura 3.24.
14| Rotagéo Horaria - ] %

Arquive Fungdo Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim Outros Arquive  Ver Mouse Outros

i e,
z OIS

* LR

Figura 3.24



https://pt.wikipedia.org/wiki/Transforma%C3%A7%C3%A3o_geom%C3%A9trica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_coordenadas
https://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema_de_coordenadas
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Observando a imagem a figura girou no sentido horario; e quanto maior o valor

do parametro b, maior seré a rotagdo da figura.
A forma algébrica do produto matricial sera:
T(x,y) = (cos@ *x —sen O *y,senf *x + cos0 *y)

Assim como na rotacdo, para inserir essa funcdo no Winplot sera necessario

trocar o angulo 0 pela letra b, depois de alterada e separada ficara assim:
U(x,y) = cos(b) *x —sin(b)*y e V(x,y)= sin(b)*x+ cos(b) *y

Para b = 0,6, a representacdo dessa transformacao € mostrada na figura 3.25.

J_J contrademinio [Rotagdo AntiHoraria]
Arquive Fungdo Equagdc Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros Arquive  Ver Mouse  Outros

5

=

=

Figura 3.25

Observando a transformacdo da imagem, a figura girou no sentido anti-horario.
Uma observacdo importante ocorre do fato do Winplot aceitar valores negativos para o

parametro B.

4 RESOLUCAO DE EXERCICIOS DE MATEMATICA

4.1 Determinacao grafica de continuidade de fungdes

Um tipo especial de funcdo (definida a partir de restri¢des) é usada quando se
estuda limite e continuidade e cujo tracado perfeito é quase uma exclusividade do
Winplot, é definida usando a opgéo joinx.

Como primeiro exemplo, seja plotar a seguinte funcdo (com x € R):
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x sex<O0
fx)=71se0<x<1
—-xse>1

No Winplot, ela aciona as op¢des Equacao e Explicita, e na caixa de dialogo da
funcdo deve-se digitar a expressdo joinx(x|0,1|1,-x). Para marcar 0s pontos
correspondentes as restricdes, aciona-se, respectivamente, as op¢bes Equacéo, Ponto e
(X, y)... e, de acordo com a restricdo, escolher a marca do ponto como circunferéncia

cheia ou vazia. As entradas de fungéo e pontos sao mostrados na figura 4.1.

inventario [espl]

I ¥ = joinx(x|0,111,-x)

(x,v) = (1,-1)
(x,v) = (1,1)
(x,v}) = (0,0)

4 || 2

editar | apagar | dupl | copiar | | familia |
grfico | equag:ﬁol nome | | | fechar |
Figura 4.1

O tracado dessa funcdo com restrigdes é mostrada na figura 4.2.

¥ = joinx(x|0,1]1,-x) 2Ty

Fungdo especial

o -
w
=9
LA
(=)

Figura 4.2

O grafico mostra que essa fungdo nao € continua parax =0 e parax = 1.
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Como segundo exemplo, seja plotar a fungdo abaixo, com x € ‘R:

1sex<0
f(x) ={cos(x)se0 <x<2,5
In(x) se = 2,5

Deve-se entrar, na caixa de dialogo da funcdo e digitar a expressdo
joinx(cos(x)|0,1]1,In(x)) e, em seguida, marcar os pontos limites das restricbes, como

mostrado na figura 4.3.

inventario [semnome2]

v = jJoinx (1|0,cos{x) |2.5,1n({x))
(0,1}

(2.5,co=2(2.5))
(2.5,1n(2.5))

i
editar | apagarl dupl | Copiar | tabela | farnilia |
aréfico | equau;éol name | derivar | weh | fechar |

Figura 4.3

O tracado dessa funcdo é mostrado na figura 4.4. Pode-se observar que essa

funcéo ndo é continua para x = 2,5.

vy = Joinx(1]0,cos(x)[2.5,1n(x)) 44Y

-3 4

—4 +

Figura4.4
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4.2 Determinacéo de integral definida

Se f é uma funcdo de X, entdo a sua integral definida é uma integral restrita a valores em um

intervalo especifico, digamos, a < X < b. O resultado ¢ um numero que depende apenas deaeb, e
néo de x.

Definicao: Seja f uma funcdo continua no intervalo [a, b]. Suponha que este intervalo seja
dividido em n partes iguais de largura AX = (b — a /) n e seja X; um ndmero pertencente ao j- ésimo

intervalo, para j = 1, 2, .., n. Neste caso, a integral definida de f em [a, b], denotada por
fff(x)dx, é dada por: f‘ff(x)dx = limy,, 100|271 £ (x;)]Ax, se este limite existir. Pode-se
mostrar que se a funcgéo y = f (x) é continua em um intervalo [a, b], entdo ela é integravel em

[a, b]. (BOTELHO, A. R., 2008)

Vamos, por exemplo, calcular a seguinte integral.

fl sgy oL (ZE)_1,8_9_,
T3\ 3 )T373737

Como no Winplot se determina a integral da diferenca de duas funces, traca-se
a curva y = x2. Para fixar x no intervalo [-2, 1], usamos a op¢do travar intervalo, com
xmin = -2 e xmax = 1. (Ver figura 4.5.)

v tavar intervalo tomar peniddica |
¥ i |E —

% 11d% |1.III -—

min nenhuma ® ciculo O seta O tamanhl:|| slido |
max nenhuma * ciculo O seta O tamanhn| slido |

ezpessura da inha |3 densidade de plotagem |'|

car ‘ ajuda | ok cancelar‘

Figura 4.5

Com as mesmas configuracdes, traca-se a curva 'y = 0, no mesmo grafico, com os
dados mostrados na figura 4.6.
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fix)= |0

¥ travar intervalo tornar periddica |
% mik I-E -—

% &k |ﬁ=

min: nenhuma  circulo © geta O tamanhnl sdlidn [
max nenhuma ™ circulo O geta tamanhnl sélidn [

espessura dalinha IE denzidade de plotagem |1

car | auda | ok, | cancelarl

Figura 4.6

O tracado das duas curvas, no mesmo grafico, € mostrado na figura 4.7.

b — ]
[ semnome =1al xJ

Arquive Equagioco Ver Mouse Um  Dois  Anim  Cutros

W= ®KTZ2r -2 == ®x <= 1.0 8 4%
v = 0; -2 <= x <= 1.0
'll"__
6__
5__

Figura 4.7

Na determinacédo da integral em questdo usa-se 0 menu Dois e a opg¢éo Integrar

(fF(X) - g(x)dx. (Ver figura 4.8.)
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Arquive Equagdc Ver Mouse U Doiz | Anim  Outros
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Distancias ...

Ajuda

Figura 4.8

Na janela que se abre, tem-se as seguintes opgoes:

Na primeira caixa de dialogo, através da seta, escolhe-se uma funcéo, y = x2.

¢ Na segunda caixa escolhe-se a outra funcao y = 0.

¢ Digita-se o limite inferior igual a -2 e limite superior igual a 1.

e Depois pode—se escolher um ou mais metodos de determinagdo de integral
(no exemplo temos os métodos do ponto médio e trapezoidal). Na frente de
cada método escolhido aparecera o valor da integral.

e Pode-se escolher o célculo da integral definida ou indefinida.

e O item visualizar faz com que apareca no grafico, hachurada, a area a ser

integrada. A cor relaciona-se a area hachurada. (Ver figura 4.9.)

integragdo f - g

xh2; -2 <= x <= 1.

0; -2 <= x <= 1.0
liminferior |2 < G—
lim superior |1 < Com—

zub-intervalog 1000 + =

[ ponto &gsq;
[v “ponto médio:  3.00000

[v Fapezoidal:  3.00000

[ parabolico:
[ aleatorio: /
/ v vizsualizar cor

definida| indefini-:la‘ fechar |

)
Ii
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Figura 4.9

O gréfico, mostrando a area em questdo, (parte hachurada em amarelo), é o
mostrado na figura 4.10.

Arquive Equagdo  Ver

Mouse Um Dois

Anim  Outros

-2 <= x <= 1.0 ¥
-2 «=x <= 1.0 a4

¥y = x™2;
¥ = 0O:

bd 1
V]
=9

Figura 4.10

5 CONSIDERACOES FINAIS

Com o conhecimento basico adquirido no manuseio desse software podem ser
usados outros recursos, tais como: calculo de superficie de revolugéo, célculo de volume
de revolucao, célculo de integrais de linha, tracado de cicloides, evoluta, etc.

Em certas fun¢bes ndo continuas o tracado no Winplot é mais preciso que em
outros softwares, como mostrado abaixo comparando a fungéo y = tg(x).

Funcdo y = tg(x) tracada no Winplot, mostrada na figura 5.1.
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y = tan(x); -4.5 <= x <= 4.5 y

Figura 5.1

Funcéo y = tg(x) x, tracada no Microsoft Excel, mostrada na figura 5.2.

y = tg(x)

Figura 5.2

Como pode-se observar, visualmente dd muita diferenca na qualidade do
tracado, pois no Winplot percebe-se nitidamente as descontinuidades dessa funcao.

A partir desse trabalho, pode-se oferecer cursos de extensdo tanto para alunos
como professores melhorando assim a qualidade do ensino e aprendizagem da

Matematica.
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Esse trabalho foi muito importante para minha formacéo, ajudou a compreender
melhor as transformacgdes lineares, assim como as alternativas para a visualizagdo
dessas transformaces, pois esse tipo de visualiza¢cdo usando apenas quadro e giz ndo é
ideal. Normalmente, demonstramos na lousa somente as formas algébricas. Foi
importante também o aprendizado com a elaboracdo de um trabalho cientifico. Além de
abrir novas possibilidades académicas, também ir& auxiliar no meu trabalho futuro
como professor. O dominio de novas tecnologias € uma necessidade do mundo
globalizado em que vivemos. Além disso, possibilita aulas mais dinamicas e

interessantes.
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